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X2 + Y 2 + Z2 +W 2 = 1 ,
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X =
2x

1 + r2
, Y =

2y

1 + r2
,

Z =
2z

1 + r2
, W =

1− r2

1 + r2
,

 !O H !

r2 = x2 + y2 + z2 .
 !O A !
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ds2S3 =
4

(1 + r2)
(dx2 + dy2 + dz2) .
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�-!���*��8�(���8� ��'�4��OEX7��$ECE�����8���(�"���=�R�"4X��q#-�-!����q��*�4�$&'�%*F��*��<$4��-%�-!G6&���-4���#��R�q��!J����4`����� ����!�%
��*��,��eJ'��
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Jij = Xi∂j −Xj∂i .
 !O # !

p *���4��N�"4�� &a�5';��*W#��-!��R�"4�#�YM�-!�CE���=��!�C���!&�,f�R� ��$4`��6&�"!�CF��*����-4 *�$I+ #-�-!����X�4��<�#�#��-!&��4��-!E�
���-���"#-#�Y[����4`��#-����ONgD!T$'�4)���8� ��'�4��2��$���M$":q��*���� #-$/$.[�c>����?CE�32l��4���!&�7>=�R���'��5�a��*��2n
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4�$"���"���-$!��3�-!U��*�� # %N�K��#-�!�� ,

JXY = X∂Y − Y ∂X = x∂y − y∂x .
 !O & !
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Z =W = 0 ⇔ r = 1, z = 0 .
 !O ' !
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ξ = JXY + JZW = X∂Y − Y ∂X + Z∂W −W∂Z .
 !O Y !
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JXY

 ����� 5�%�!O ! ! OqL/�-!����)!�$F�=$�-!&���3�-!c��*��?�5�;����7�"4�� 5 �E�RCc'�!�C���4,��*��?������-$!�$":
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d[>]\�B$=^0RC

9_DF(`B7?�0�2
ξ
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+0����*[��*��af��45���-���"#G��#8�"!��&O % ��*���4N%��$ECE�����8���0���"![>=�M��$!��5��4�'�� ����CU>JYU>=$/$&�5���-!�%W$4<4�$"�
���"���-!�%T��*������6(+0*��8�`*b���! >=�U4��R�"#-��k���C ��M��*��U��!J����4`����� ����$&! $:N�!JYo���������j#-��.&�\��#8�"!��
��*�4�$&'�%*\��*��h$&4��-%�-!\+0�_��*\��*��h*JY/�=��4�>=$#-$&�-C  ��5��� 5�%cH�O"! ! O
�
	 � ��	 ��
 �!�� � � ����� �����
gD!��5���R�CT$":,+,$&4�./�-!�%\+0�_��*]*/Y/�=��4�>=$#-�-�2%��$&������4�YB�&�7�U��'�4�: ����F��!Z� *;�
�h���M>=��C�CE��!�%
��������7+3�?+,$&'�#8C\#-��.�?��$W*��Rf�h�W�5���0$:���!J��4��-!��5�8�h��$/$4`CE�-!��
������O % !��h��'��`*[��$/$4`CE�-!��
���
�����7�8�)$>E�`�"�-!���C >JYB��4�$)(D�R� ����!�%���*��F*JY/�=��4�>=$#-$&�-C CE$I+0!T$&!B��*��

XY
�K��#8�"!��&O 4,*�$/$J�5�

��*��F�;$&�-!&�
T = −1

�&�<��*��F��4�$)(@��� ����$&! �=$&��!J�?�!�CTCE4`�I+ �@��4����%&*&�7#��-!����)��*�4�$&'�%* ��*��

&
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T���%&'�4��aHEO H ,-X7��$ECE�����8���0�"4��7��4�$ (@�R� ����C\�-!&��$c�5��4`�"�-%*&�0#��-!��R� $&40����4`��#-�h�5��%����!&�`��O

*JY/�=��4�>=$&#�$&�-CPOip *��7+0*�$&#��?��������)+0�-#-#l>=�?��4�$)(@��� ����C�$!J��$2��*��?'�!����<CE�8�5.l6��"!�C��-!65�!����@Y
+0�-#�#G>=�h�W�"���=��C\��$���*��h'�!����N����4`��#-�Oqp *��?������4��8�7$&!\��*��h��4�$)(@��� ���-$!U��#-�!��?+0�-#�#G>=�

ds2 =
1

(1− ρ2)2
[dρ2 + ρ2dφ2] .

 jHEO A !
gK� �-� ��$&!E:V$4��W�"#���$M��*�� *;�"�3������4��8�)�!�CW��*��7�W�"������!�%2�-�,��*���4���:V$4��)�2��$&!E:V$4��W�"#;$!��O
% !��h�#-��$��������3:V4�$� ��*��a��$!E:V$&4��W�"#l: �� ��$4 ��*;�
�0��*��h������4��8�7�8�0'�!�CE�C5;!���C[�"�

ρ = 1
O

X7��$ECE�R�5�8���3$!���*�� �i$�-!����4%$?CE�-��.��"4��7����4`��#-�?�5��%����!J���3$&40�@��4����%&*&� #��-!���� ���������-!�%
��*��M>=$&'�!�C��4�Y[�
�)4���%&*&�7�"!�%#-���  ��5��� 5�%UHEO H ! O<gD! ��*��2!�� �J�?����� ����$&!B+,�2+0��#-#i�5���a��*��"�
�"!J�����KC��7LE�_������40��������)���!c>=�)4�����4�������!J���RCW�&�,�M���-#��7$": ��$&��!����"4 $)CE�8�5.E��6J$!��<��*���!\*���
����#-���4 ���8� ��'�4��?$":��-!65�!��_�@YU��0�2���-�����K#��-.�h��Y/#��-!�CE��4�O

�
	�� � ������� � ���
�	�
����� ��� �!�"�
A
�DCE�-����!�����$&!��"#P�!&���_�DCE�aL/���5����4N��������?���"!U>=�h��$!����8CE��4���C\�&�,��*��a��'�45: �&���

X2 + Y 2 − U2 − V 2 = −1 ,
 jHEO ( !

���M>=�RC�CE��CU�-!B� ("�DCE������!;�5�-$!��#l������'�CE$� �<�������!�!��8�"!U��������7+0����*[������4��8�

ds2 = dX2 + dY 2 − dU2 − dV 2.
 jHEO # !

no� +,$'�#-C�#��-.�B��$ 4�����4��R�5��!&���"!J�����KCE�]L/���5����4\��������B��!^�S+3�RYQ��*;�
�\���!����&�5�-#-YQ>=�
f/�-��'��#��-k��RCPOi� �5��� $":9��!J��4���!;�5�8�7��$/$&4�CE�-!��"�����X��*��"� �W�"!��%�R�(��*��-�0�"4��

(t, ρ, φ)
6�CE��5�!���C

��*�4�$&'�%*

'
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X =
2ρ

1− ρ2
cosφ ,

Y =
2ρ

1− ρ2
sinφ ,

U =
1 + ρ2

1− ρ2
cos t ,

 jHEO & !
V =

1 + ρ2

1− ρ2
sin t .

p *��F+0*�$#-�F�����&���2�-�7!�$
+ ��*�����!J����4��-$47$":(��*��2��$&4�';�
ρ < 1

Oap �-���2*���4��2�-�7�=��4��-$ECE�8�
+0����*\�=��4��-$EC\H

π
O�no�7';�5'��#�#-Y *@'�!/+0��!;C>,N��*��)���-���?��$/$4`CE�-!��
���)�"!�C�#���� ��� 4`�"!�%&�<:V4�$&�

−∞
��$
+∞

6<�-!^+0*��8��*^��*��]4�����4�������!&�`�
����$&!�>=����$�����c��*��]�-!&����4���$&4�$":M�Q��Y/#-��!�C���4
�-!��@�����&CPO�gD!\CE$�-!�%h��*��8�X+3�)�"4��N�����'��#�#-Y�CE���#��-!�%a+0����*W��*��)��$If��4��-!�%a�����&���<$: �"!&���_�DCE�
L/���5����4N��������&6E>�'E�0��*��aCE�8�@����!;� ���-$![�8� !�$� ��*��
�<�-�F�=$&45�`�"!J� ��$�';��O

p *��?#-��!��?��#�������!&�<�-!\��*������a��$/$&4�CE�-!��"�����3�8�

ds2 =
4

(1− ρ2)2
[dρ2 + ρ2dφ2]−

(

1 + ρ2

1− ρ2

)2

dt2 = dl2 −

(

1 + ρ2

1− ρ2

)2

dt2 ,
 jHEO ' !

+0*���4��
dl2

�-�0��*��a#-��!��a��#-������!J�N$&!U��*��a*/Y/�;��4�>=$&#��8�?��#8�"!��&O p *��a������4��8�h�8�<'�!�CE�C5;!���C
�
�

ρ = 1
O<mX�"4�#��-��4N+0*���! +,�2��$!;�5�8CE��4���CU��*��2��$!E:V$&4��W�# ��$����������"5;���"���-$![$:i��*��2A
�

����*���4��6�+,�aCE�8C[�5$�>/Y\����$!E:V$&4��W�"#l��4`�"!;�@:V$&4��W�
����$&!�$:�$&!��h��������7��$c�"!�$��*���4�O  <��4��
+,�7*��Rf�7CE$&!��)!�$��*��-!�%2��$&4��N��*��!\�2��$/$&4�C���!��"���)��*;�"!�%&�6J>�'��3��*��?��$����������"5;���"���-$!
�8�)!�$"�h��$����#-�����2Y���?���-!����2��*��F������4��8�2�-�7'�!�CE��5�!���Co�
�7��*��F>=$&'�!�C��4�Y&O?mXeJ'��-f
�"#-��!J�
��$o�T��$!E:V$&4��W�#(��4`�"!;�@:V$&4��W�
����$&!Z�8�F�T��$&!E:V$4��W�"#,4��R�����"#-��!�% $:0��*��\������4��8�"d,+,�U���"!
�`*�$/$&���?��$c4��������#��a$'�4N������4��-�a��!T��'��`* �c+3�IY���*��
�)���7�5���IYE� 5�!������F�
�N��*��2>=$'�!;C��"4�Y
$":9��*��h��$����������"5���CU��������+ CE��!�$"����C

I ! OqgD!&��4�$EC�'����-!�%��F������4��8�7$! I
�-!\��*��8� +3�IY

+0����*B���5'��_�`�">�#-�h��$!E:V$4��W�"#=: �&� ��$4<��$&�F��#�������� ��*��a��$&���E���&���"5;���"���-$!GO

dŝ2 =

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

ds2 =
4

(1 + ρ2)2
(dρ2 + ρ2 dφ2)− dt2 .

 jHEO Y !
p *��8� %&��f&���

I
�"�

ρ = 1
��*�� *;�
�<������4��8�

dŝ2I = dφ2 − dt2 ,
 jHEO ) !

$40�-!U#-�-%*&���K��$!��h��$/$&4�CE�-!��"�����

u = t− φ , v = t+ φ ,
 �H�O"! � !

dŝ2 = −dudv.
 jHEO ! ! !

p *��\�F����4��8�c$!
I

�-�2$!�#�YZ�T��$!E:V$&4��W�"#,$!��&6���*;�
�F�-��6q�_�F�8�M$&!�#-YZCE�C5;!���C '�� ��$]�
��$&!E:V$4��W�"#: �����$&4�6
����!;���,+,�3��$'�#8Ca*��Rf�3��*�$&����!M�!JYh��$!E:V$4��W�"#: �����$&4 ��*;�
���W�&CE�X��*��
������4��8� 5;!��_��� �"�

ρ = 1
6">�'E����*��8�iCE$/�R�9!�$"�i�W�
������4�:V$4���*�� ���"#8��'�#8�
����$&!a$":=��$!�:V$4����#�#-Y

�-!Jf
�4��8�"!J�G$&> (@�R� ��� #-�-.�(!J'�#�#J%��$ECE�����-����O�4,$&!E:V$4����#"������4��8��� +0�-#�#&4����D�"���=�R�"4P�-!M�"!�$��*���4
��$&!&�����/�0�-!\��*��a��*;�"�E����40$&!\mX��!��5�����-!E�jno��Y/# �����&������O

Y
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�
	�� ��	 � ������� � � ����!����� � ��� � ������� � � � �	�
����� ��� ��� �
gD!U���M>=��C�C���!�%c��$E$4`CE��!;�
���R��6J��*�� 2?��#-#��-!�%�f������$&4��3$:i�"!J�����KCE�ML/�_������4N�5���&���h�"4��

JXY = X∂Y − Y ∂X , JXU = X∂U + U∂X ,
 �HEO !RH !

�"!;CU�5�-����#8�"4�#-Y�:V$&4 ��*��h$��*���4<��$/$&4�CE�-!��"������O
gK�c+0��#-#0>=�[*���#-�E:V'�#0��$o';�F��$S�5���\��*;�
�c�C

S3

���"!b>=�[%�-f��! �o%4�$'��b�5��4�'�����'�4��O
� �!��_:V$&#-C��(+0�_��*���*��-�X��4�$�=��45�@Y2�"4��<���#�#-��C�%4�$'����W�"!���:V$#8C���d��*��N�=$�-!&�`�($":l��*��)��������
��$&4�4������=$!�C��<��$U��#-������!J���?��!Z��%&4�$&'��GOMp *����#�%&��>�4`�"�8�M�@��4�';� ��'�4��F$":X��*���%4�$'�� +0�-#�#
*���#��F'��i'�!�CE��4`�5���!�Ca��*��0��YJ��������4��-����$:���*��0��������O9n]�0�4��3�)>��_�q#-'��`./Y?��$7>=� �>�#-�,��$
'����(��*��8�9��4�$�=��4��@Y?�5�-!����

AdS3

�-� ��*��'0R(A9_*?����������j���-���(��*��"���-���#-��$N�N%4�$'��h�W�!��_:V$&#-CGO
4,$&!����-CE��4)��*���%4�$'��T$":,4����#

2 × 2
�j�W�"��4��-�����)+0����*ZCE������4�����!��!&�h$!��&6

SL(2,R)
O

� $&!����j��$�j$&!��)��$&4�4������=$!�CE��!����N>=���@+,����!\��#����F��!&�`�3�-!
SL(2,R)

�"!�C��=$�-!&�`�3��!
AdS3���!U>=�?%&��f��!\>/Y

g =

(

V +X Y + U
Y − U V −X

)

, X2 + Y 2 − U2 − V 2 = −1
 jHEO !�A !

+0*���4��  #26 %26 #a6 � ! �"4��)��*��a��$/$4`CE�-!��
�����3$": AdS3
��!U��*��h���M>=��C�CE�-!�%c�5�;����&O

� �W�"��4�� �o+0����*QCE������4����-!��"!&�2$!������"! �#�+3�IYE�h>=�c+04����5����! �&�h��*������E�=$&!���!J�M$":
�c��4��&����#-�����N�W�
��4�� �

m
OhgK:,+,�F�-!��5��45�h�����"4`�"��������4

σ
�-!T��*��F� �E�;$&!���!J�7+3�2$&>E�����!]�

$!����K���"4`�"��������4 ��'�>�%4�$'���$:
SL(2,R)

6

g(σ) = eσm ,
 �HEO !�( !

+0*��8��*W:V4�$� �!�$"��*���4X�=$�-!&�3$":Pf/�-��+��8�,�a��'�4�f�<��!
AdS3

Oi�3�
τ = 0

6
g
�-�(��*��N�8CE��!J�����DY

��#-������!&��63�Tf��4�YS���=�����-�#3��#����F��!&�W��!Q��*��U%&4�$&'�� >�'���#-��.&�U�!JYS$"��*���4��=$�-!&���-!Q��*��
�W�"!���:V$#8CPO(p *��?���!�%��!&�0f�R� ��$&4 $:9��*��a��'�4�f�h�
�0��*��8�0�=$�-!&�<�8�

ġ(σ) |σ=0= m.
 jHEO !	# !

no�c�5���F��*��"�h��*����`�"!�%&��!&�M�5�;�����$":3��*��W�W�"!��_:V$&#-CZ�"4�$'�!�C ��*��W�8CE��!J�����DY]��#-������!&�a�8�
��*��a�5���&���?$":9��4��&����#-�����3�W�
��4��8���R��Oqp *��8� �8� ��*�� �G�-�h�#�%&��>�4`�M$:9��*��h%&4�$&'��

SL(2,R)
O

mX#����F��!&�`�0$:9��*��h%&4�$&'��U���!U>=�h��$�M>��-!��RC���$W$>E�`�"�-![�F!���+ ��#-������!J�
g3 = g1g2

O
p *��8�(�W�.���(�_�,�=$&������>�#-�0��$af/�-��+ ��*��N%&4�$&'���!�$"�,$!�#-YF�&�i��*��N�W�"!���:V$#8C���������#�:P>�'E� �"#8�5$
��N��%4�$'��U$:���4��!��@:V$&4��W�
���-$!��3$&!U��*��a�W�"!���:V$#8CPO3� %4�$'��U��#����F��!&�

g1
���!B����<$!

��*������!���: $&#8CT��!]�@+,$U+3�IYE��d >JY #-��: �?��4��!��5#8�
����$&!
g → g1g

6G$4?>JY 4���%&*&�7��4`�"!���#8�
����$&!

g → gg−1
1

O�no�0�M'��5�(�&� �q+0����*2��*��0�-!Jf��4`���,:V4�$� ��*��04���%&*&�i��$h��!���'�4��3��*��"�i��*��0%4�$'��
�5��4�'�� ��'�4��2�-�)��4�������4�f��CP6

gg−1
1 g−1

2 = g(g2g1)
−1
O?�0� ���-!�%\+0����* ��*��F��'�>�%&4�$&'�� �">=$
f�

:V4�$� ��*��h#-��: �<+3�?$>����"�-![����'�4�f�7��*�4�$'�%&*
g
6

g(σ) = g1(σ)g = eσmg .
 jHEO !�& !

L/�-!����
g
�-� �!\�"4�>��_��4��4�YF��#-������!&� $:G��*��?%4�$'��W��*��8�3%�-f���,'�� �2��'�4�f�N��*�4�$'�%*���f��4�Y

�=$�-!&�W$":
AdS3

6,�"!�CQ>=�����"'����\$":N��*��[%4�$'�� #8�R+<�2��*��B��'�4�f���F���"!Q!�$"�W��4�$&���M�R��`*
$"��*���4R6��*��8�X�W�".�R�q��*��)��'�4�f�R�(�M��$!�%&4�'���!����O�p *�� 4,#��32l$4`CF�;�"4`�"#-#���#-�(�5��'�C����RC��R�"4�#��-��4

)
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���!Q>=�B��$!;�@��4�'������RC #-��.�\��*��8�  
S3

>=����!�%Z�T%&4�$&'��Q���!���: $&#8C ! OQno�B���"! �"#8��$]#�$/$&.
�
�W��!65;!��_���������W�# ��4`�"!��5:V$4����"���-$!��

δg = mg
O � >�����-�2:V$4F��*��B�5�;����U$":N��4��&����#-�����

�W�
��4��8���R�3�8�

σ0 =

(

0 −1
1 0

)

, σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

−1 0
0 1

)

.
 �HEO ! ' !

4,$!;�5�8CE��4<�"!U�-!65�!������R�5�-�W�"#P��4��!��@:V$&4��W�"���-$!��-!\��*��
σ1
�DCE�-4��R� ����$&!G6

m = σ1
6

(

δ(V +X) δ(Y + U)
δ(Y − U) δ(V −X)

)

=

(

0 1
1 0

)(

V +X Y + U
Y − U V −X

)

, .
 �HEO !LY !

p *��W� 2l��� �a$:,��*��8�?��4`�"!��5:V$4��W�
����$&!T$!]��*��W��$/$4`CE�-!��
�����  #26 %F6 #M6 � ! ���!]>=�W+,$4�.��C
$'�� ��$W>=�7��*��a���"���?�&�3��*��"�<$":9��*�� 2?��#-#��-!�%�f������$&4

JY V − JXU

6

(δX, δY, δU, δV ) = (JY V − JXU )(X,Y, U, V ).
 �H�O !�) !

B)$�-!�%2��*��h���"���)+0����*
σ2
�"!�C

σ0
+,� 5�!;Cc��*��
� ��*���Y��"#8�5$F��$4�4��R�5�=$!�CW��$2��*��h�� ����$&!

$": 2?�-#-#��-!�%7f�R� ��$4`��O no� ��*���!F*��If�0�)>;����-��:V$4i��*��3�`�"!�%&��!&�(�������� ��$!����-�5���-!�%7$:;��*�4����
!�$
+0*���4��7f"�"!��8�5*���!�% 2?�-#�#-��!�%Ff�R� ��$4 5;��#8C��

J0 = JXY − JUV , J1 = JY V − JXU , J2 = −JY U − JXV .
 �HEO H � !

p *��Ff������$&4 5���#-C��?�"4��2��4�����4��R�5��!&���"���-$! $":X��*�� � �����"#-%��>�4`�
sl(2,R)

OM�0� ����!�%\:V4�$&�
��*��U4���%&*&�F+3�U%���W�"!�$"��*���4�������$": 5���#8C���6,��$���M'E����!�%o+0�_��*Q��*�� 5�4`�@�W�5�-!����\�W�"��4�� �
�M'�#����-��#-�-���
����$&![���!U>=�hCE$&!��7:V4�$� ��*��h4���%&*&�<�!�C\#-��: �<�-!�CE���=��!�CE��!&��#-Y&O

J̃0 = −JXY − JUV , J̃1 = JY V + JXU , J̃2 = JY U − JXV .
 �HEO H6! !

p9$%&����*���4l��*������i�@+,$<�����`�P$":/f�R� ��$&4��l%&��!���4��"������*��X�5Y/��������4�YN%&4�$&'��7$":
AdS3

6
SO(2, 2) =

SL(2,R)⊗ SL(2,R)/Z2
d����&��*[>JY���*����W�5��#�f�R��6E��*���YU�4��7�@+,$c�����`�0$":i>������� :V$40��*��

���!�%��!&�,��������0$":
AdS3 = SL(2,R)

Oqp *��8�XCE';�"#������!��-!�%h$:=��*��<%&4�$&'����!�C��_�`�(%&��!E�
��4`�
��$4`�<�8�7����4�$�=��4��@Y[��*��"4���CB>/YB�#�#i%4�$'�� �W�"!���:V$#8C��)�ReJ'������=�RC +0����*T��*��2!;�
��'�4��#
������4��8�"O?p *��2%&4�$&'�� ���"!T�&� �7$!T�_�`�5��#_:,�&�)����Y/��������4�YU��4`�"!��5:V$4��W�
���-$! 6=�"!�C �_�h���"!
CE$2��$M>=$"��*c:V4�$&� ��*��N#-��: �0�"!�C���*��)4��-%*J�,��!�C����=��!;CE��!&��#�Y&6/%&��f/�-!�%h��*��)%4�$'��W�W�"!���:V$#8C
����YJ��������4�Y�%4�$'�����*��
�<�8�3��*��aCE��4������0��4�$ECE'����0$":���������#�:i'��\��$W��CE�8����4������7: �&� ��$&4�O

gK� �-�3�#-��$a�-!&����4����5���-!�%a��$F�����N*�$I+���*�� 2?�-#�#-�-!�% 5���#8C��3�&� �3$!
I
O(L/�-!����N��*��)������4��8�

$!
I
CE�32l��4`�3:V4�$� ��*��h������4��8�?�-!U��*��a��!J����4��-$40>JY���*��a���/��4`����$&!E:V$4����#=: �&� ��$4 ��*���Y

!�$�#�$&!�%��4 ����0�&�,��4�'�� 2?�-#�#-��!�% 5���#8C�� >�'E�<$!�#�Y��� ��$!E:V$&4��W�#=$!�����Oip *;�
�0�-��6/��*�� �G�-�
CE��4��-f
�"���-f�M$":X��*��F������4��-�2�-�7��4�$�=$&45����$&!��"#G��$���*��F������4��8�M�-!��5���R�C $:Xk���4�$;O?gK:

ξ
�8�7�

2?�-#�#-�-!�% 5;��#8C\+0����*[4������=��� � ��$F��*��h��!J����4��-$4 ������4��-�6
gij
6�+,�h*��Rf�?$&!

I

£ξ ĝij = £ξ (Ω
2 gij) = gij 2Ω£ξΩ+ Ω

2
£ξgij = 2£ξ lnΩ ĝij .

 �HEO HH !
�G�8�5���-!�%F��*��h��$!E:V$&4��W�#�2?��#-#-��!�% 5���#-C�� $&!

I
��![#��-%*J�<��$!��h��$/$4`CE�-!��
�����  �HEO !�� ! ,

!��
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J0 = ∂v , J̃0 = ∂u ,

J1 = sin v ∂v , J̃1 = − sinu ∂u ,

J2 = − cos v ∂v J̃2 = − cosu ∂u .
 �HEO H"A !

no�\���"!Q�5���c��*��"�F�#�#,$: ��*��\%��!���4`�
��$4��h>=����$����#��-%*J�5�K#��-.��$!
I

�"!�CZ��*�$&���W��*��
�
+,��4��h�5�;������j#-�-.�7��!;�5�8CE�h�!&���_�DCE�aL/���5����4N��������7*;�Rf� 5 �E��CU�=$�-!&���0$!\��*��h>=$'�!;C��"4�YO

gD!T%&4�$&'��B�W�"!��_:V$&#-C��)���7�8�)�=$&���5�->�#-�a��$UCE�C5�!���� & � 5HB45���E&R57>O&R(N240)576 ?`Ohp *���YB�"4��
�-!Jf
�4��8�"!J�('�!�CE��4,4���%&*&�  V$4,#���: � ! ��4`�"!;�5#8�
����$&!W�"!�C����".�R�(f
�#�'����(�-!���*�� � ���)�"#-%��>�4`��O9�
4���%&*&�q�-!Jf"�"4��-�!&� � �"'�4���45� 43�"45���"!M:V$4�� �8�i+04����5����!�#��-.�

dgg−1
�!�CM��*��
�X�_�X�-�q�-!Jf"�"4��-�!&�

'�!�C���4<4��-%*J�3��4��!���#-�"���-$!\>JY\� 5 �E�RC\%4�$'��\��#�������!&�
g1
�-�0���&�5�-#-Yc��*�$
+0! ,

dgg−1 → d(gg1)(gg1)
−1 = dgg1g

−1
1 g−1 = dgg−1 .

 �HEO H�( !
� #-��: �)�-!Jf"�"4��-�!&� � �"'�4���45� 43�"45���"!\:V$&4�� �8�0��*/'��<+04����5����! ��

g−1dg
O0L/�-!����a��*���Y��`�".�

f
�#�'������-!2��*�� �G�-�0�"#-%��>�4��<��*���Y2���"!F>=� ���E���!�CE��C2��!F��*��0>�����-�qCE�C5�!��RCF�>=$If�  �H�O"!�' ! 6

dgg−1 = σ0Θ0 + σ1Θ1 + σ2Θ2 .
 �HEO H # !

L/$&#�f/�-!�%2��*��8�0��eJ'��
����$&!�:V$&4 ��*��
ΘI

� �0+,� 5�!;C

Θ0 = Y dX −XdY − V dU + UdV ,

Θ1 = −UdX + V dY +XdU − Y dV ,

Θ2 = −V dX − UdY + Y dU +XdV .
 jHEO HD& !

p *������?$!�����:V$&4��W� �"4��?C�'��"#P��$F��*��hf������$&4��
JI
CE�C5�!��RC[�">=$
f�6

ΘI(JJ) = δIJ .
 �HEO H�' !

% ![�2%4�$'����W�!��_:V$&#-C\�_�<�-� !��
��'�4`�"#=��$�'����)��*�� � �"'�4���45� 43�"45���"!c:V$4��W�,��$WCE�C5�!��
�F������4��8�"O(p *��h!��
��'�4��#P�F����4��-�7:V$4 ��*��a��#8����5�8���#l%4�$'����3�8�0%�-f��!U>JY

ds2 = −
1

2

p 4
(dgg−1dgg−1) = −Θ2

0 +Θ
2
1 +Θ

2
2.

 �HEO HRY !
L/�-!����7��*��7��4��&���)�8�3�-!Jf"�"4��-�!&�3'�!�C���40��YE��#-�-���"#l�;��4��M'����
���-$!���6J��*��?!��"��'�4`�"#l������4��8�7���"!
�"#8��$F>=�?� �E���"!�CE�RC\��!U��*��h#���:8�N��!/f
�4��8�"!J� � �"'�4���45� 43�"45���"!�:V$4�����6

ds2 = −
1

2

p94
(dgg−1dgg−1) = −

1

2

p 4
(g−1dgg−1dg) = −Θ̃2

0 + Θ̃
2
1 + Θ̃

2
2.
 �HEO HD) !

+0*���4��7��*��
Θ̃I

� �<�"4��7$&>E�����!��RC�:V4�$&� ��*��h��eJ'��
����$&!

g−1dg = σ0 Θ̃0 + σ1 Θ̃1 + σ2 Θ̃2 ,
 �HEO A � !

! !
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Θ̃0 = −Y dX +XdY − V dU + UdV ,

Θ̃1 = UdX + V dY −XdU − Y dV ,

Θ̃2 = −V dX + UdY − Y dU +XdV .
 jHEO A�! !

�"!;CU�"4��?CE'��#l��$F��*��
J̃I
� �

Θ̃I(J̃J) = δIJ .
 �HEO A&H !

��%4�$'��2���!���: $&#8C
G
��eJ'��-���=��C2+0����*F���`�i!��
��'�4��#/������4��8�,�8�i��!/f
�4��8�"!J��'�!;CE��4q>=$"��*

#-��: � �"!;C�4���%&*&�X��4`�"!���#8�
���-$!;�(�"!;CF��*J'��,*��&�q��*��)��Y/���F����4�YF%4�$'��
G×G

 V'��W��$M��$���
CE�8����4������h: �����$4 ! O0p *��a!��"��'�4`�"# ������4��8�h$! SL(2,R) �8�<� ���� ��#�Y���*��a������4��-�h$: AdS3 �H�O # ! O
n ����*\��*��?�F����4��-�)���E��4���������CW�-!���*��8�,:V$&4�� $: 4��-%&*&�3$&43#���:8�0�-!Jf
�4��8�!&��� �"'�4���4�� 43�45���"!
:V$4��W�(��*��7��eJ'����*��-!�%a$:

AdS3
��$
AdS2

�-�3�5��4`�"�-%*J�(:V$&4�+ �"4`CP6&+,� (@'��5�3*;�Rf�N��$2��!;�5��45�
�h���"4`�"��������4(��!J��$h��*��N�F����4��8�0��!�:V4�$!J�X$":P$!��0$:=��*��)�5���&�����j#-��.�0%&��!���4`�
��$4`�i�!�CF��'�4�!
���NCE$I+0!\��$�k���4�$�O

ds2 = −Θ2
0 + λ2Θ2

1 +Θ
2
2 , 0 < λ < 1.

 jHEO AA !
no�a��$'�#-CU�#-��$�6E�_:i+,�h+3�"!J����C\��$�6���'E�

λ2
��!U:V4�$&!&�<$":

Θ2
0

�-!��5���R�CPO

ds2 = −λ2Θ2
0 +Θ

2
1 +Θ

2
2 , 0 < λ < 1.

 jHEO AD( !
p *��8�2��eJ'����*��-!�% $":

AdS3

+,$'�#8CP6q+0*���!
λ
�8�a��'�4�!���CZ��$Tk���4�$;6�>=�R��$����*JY/�=��4�>=$&#��8�

��������6">�'E�(�_�q�8�i�W�"�-!�#-Yh��*�� 5�4��5�(��eJ'��&�5*��-!�%7+,�0�"4��,�-!&����4����5����C2�-!F*���4��O�p *���4�� �-�q�5���-#�#
��$���7+,$&4�.���$�>=�hCE$!��6E*�$
+,��f��4�6/>=��:V$4��7+,�h�4��74����C�Y���$WCE�R����4��->=�)��*��h��e&';���*���!�%�O
p *��N��*�4����)f������$4 5���#-C��,'�����Cc*���4��<��$2���E���!�C���*��)������4��-�)CE$M!�$�3��$���M'E���)�!�Cc�"4��
��*���4���:V$4��N!�$� �5'��_�`�">�#-�N��$2';�5�N:V$&43�2��$/$4`CE�-!��
���N�5YE�5����� $":

AdS3
Oin]�7+,$&'�#-Cc#-��.&�N��$

*��If�N�M��$/$4`CE�-!��
���<��Y/�5����� �-!���$���N+3�RY��&C��"�E����C���$M��*��7��eJ'��&�5*���CW��������O�no$4�.J�-!�%
�-!Z���"'����"%&�F��$/$&4�C���!��"���R�)$4h���M>=�RC�CE�-!�% ��$/$4`CE�-!��
�����7�-�h�=$&���5�->�#-�F>�'E�M��'��M>=��4���$���&6
�"!;Cc>=���5�0�If$�8CE��CPO �G'��`./��#-Y6/��*��7%&4�$&'����5��4�'�� ��'�4��)$": ��*��?���!���:V$#8Cc+0�-#�#P*���#-�\'�� 5�!;C
��*��a��$/$&4�CE�-!��
���?�5YE�5����� +,�a�"4��7#�$E$./�-!�%M:V$&4�O

�
	�� ��� � ����� �"�
�!� � �� � ��� ��� � � �
AdS3

p9$���$&!��@��4�';� �)�c��'������>�#��2��$/$&4�C���!��"���a��YE�@�����[6=��$&!��5�8CE��40��*��2CE�8�"��������4)$":q$&!��a$:i��*��
��$&��!;���"4 $3CE�8�5.E����!M��*�� ��$�����&� �����8� ��'�4��3$":=�"!&���_�DCE�0L/���5����4q��������3CE������4��->=��Ca�-!F�5�R� ����$&!
HEO A�6/���IY2��*��)#-�-!��

t = 0, φ = 0, π
Oqp *��-�3#��-!��)�8�,>=$��*\�M%��$ECE�����8�<�!�CW��*�� *�$
+ �j#-�-!��N$:

��*�� 2?��#-#��-!�%�f������$&4
J1
 ��"!�C

J̃1
!  ����� 5�%�HEO A ! O

gD!U��*��h%4�$'��\�W�"!���:V$#8C���*��-�0#-�-!��h�-�04�����4��R�5��!&����C�>/Yc��*��a�����<$":��W�
��4��8���R�

g =

(

V +X Y + U
Y − U V −X

)

=

(

2ρ
1−ρ2

1+ρ2

1−ρ2

− 1+ρ2

1−ρ2

−2ρ
1−ρ2

)

, ρ ∈ (−1, 1).
 jHEO A�# !

!RH
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T���%&'�4���HEO A ,2� *�$I+ #��-!��c$:
Ĵ2

�-!�CE�8���
�����h��*���CE�-4���� ����$&!Z$:3��4��!��5#8�
����$&!o$": ��*��c#-��!��

t = 0
6
φ = 0, π

� $���)��*��
�
ρ
4`�"!�%&���(:V4�$� ��!N��$ !7*���4��7��!U��$!&��4��&�@�,��$F�_�`�3!�$&4��W�"#=4�$#-�7��,��*��?4��&CE�8�"#

��$E$4`CE��!;�
���7�-!\��*�� ��$&��!����"4 $?CE�8��.=O
� $I+h6���*��af������$&4 5���#8C

J̃2
�8�<$&45��*�$%&$!��"#l��$W��*��a#-�-!��a+,� (@'��5�7��$!;�@��4�'������RC[�"#-$!�%

��*��N+0*�$&#��N$:P�����,#-��!�%��*GOino�)���"!��C��"���X$&'�43��$/$&4�CE�-!��"���<��YE�@����� ��$a��*��8�,f��� ��$4 5���#8C
>JY[���4����������4��-k��-!�%c�W��4��!���#-�"���-$!B$":q��*��2#��-!��2��! ��*��FCE�-4���� ���-$! $":

Ĵ2

dl�-!B��*��2%4�$'��
�W�"!���:V$#8Ca��*��8����4`�"!���#-�"���-$!M�-�i���-�F��#-Yh�=��45:V$&4����RCh>/Yh�M'�#_������#-�8���"���-$!2$":;�W�
��4��8���R��O�p *��
��4`�"!;�5#8�
����$&!\��!U��*��

J̃2

�KC���4��������-$!U$":9��*��h#-��!��a��$4�4������;$!;C��,��$W�M'�#_������#�Y/�-!�%���*��h%4�$'��
��#-������!&���

g(ρ)
:V4�$� ��*��74���%&*&�3>/Y

e−ωσ2
6/+0*���4��

ω
4��!�%�R�(:V4�$&�

−∞
��$
∞
�5�-!����

J̃2%��!���4`�
����� �F!�$&!E�K��$��������0��'�>�%4�$'��\$":9��*��h��Y/���F����4�Yc%&4�$&'��\$":
AdS3

O

g(ρ, ω) =

(

2ρ
1−ρ2

1+ρ2

1−ρ2

− 1+ρ2

1−ρ2

−2ρ
1−ρ2

)

(

e−ω 0
0 eω

)

=

(

2ρ
1−ρ2 e

−ω 1+ρ2

1−ρ2 e
ω

− 1+ρ2

1−ρ2 e
−ω −2ρ

1−ρ2 e
ω

)

.
 �HEO A & !

2?�������-!�%Z��*��]��Y/#��-!�CE��4c���-����'�4�� $":?�-!65�!��_�@Y �-!����-!�CP6<�!�Cb��*��T�&� ����$&!�$":
J̃2

$! �_� �H�O HA ! 6E+,�h���"![�����7��*;�
�0��*��h��!�CE�=$&��!J���0$":���*��h#-��!�� g(ρ) ����`*U+0��#-#G>=�?��4`�"!���#-�"���RC��-!�c#-��%&*&�5�K#-��.�2CE�-4��R� ���-$!T�"4�$'�!�CU��*��F��Y/#-��!;CE��4
±π

2

��! ��*��2'E�DCE�-4��R� ���-$! 6=�"!;C[��*��"�)�R��`*
��!;CZ�8�h��4`�"!;�5#8�
����Co�-!Z��*��c$&���=$&���_���cC���4���� ���-$!Z$: ��*���$"��*���4ROBp *��c��!;C��a��!�CZ'�� $!
��*�������F�W#-��!��W$: 5 �E��Co�=$&��!J���a$":3��*��cf������$4 5���#8C

J̃2
$!o��*��c>=$'�!�C��"4�Y6

u = ±π
24������=��� ����f��#�Y&6 :V$4h��4��!���#-�"���-$!o�-!S�=$&���_����f�c$4a!���%J�
����f�

J̃2
�DCE��4��������-$!GO\gD!Z: �����6��R��`*

�=$�-!&�0$":G��*��?#��-!��
g(ρ)

+0��#-#l��!�C�'��\$&!c��*��?���"���)#-�-!��7$":�5 �E��C��=$�-!&�`�,:V$40�"!\��!65;!��_���
��4`�"!;�5#8�
����$&!o��!S��*��

J̃2

�KCE�-4��R� ����$&!GOUp *��c#-�-!��c�8�a#��-%*J�5�K#��-.�W+0*��-�`*S�W�".���h��*��\�5�R� ����$&!

g(ρ, ω)
�\����������K#��-.�2���������-$!T$":

AdS3
+0�_��*o��#-��%&*&���j#-��.�F>=$'�!�C��4�Y&6l+0*���4��M��*��F4��R�@�

$":q��*��M>=$&'�!�C��4�Y\�8�N�W�&CE�M'�� $:i��*��.*;$I+ �K#��-!��R�<$":
J̃2

��$&!&�����!���!�%c��*��2��!�C��=$�-!&���)$":

g(ρ)
Oop *���>=$&'�!�C��4�Yo*��&�a:V$'�4F./��!�.E�F�
�

(u, v) = (−π
2 , 0), (−

π
2 , π), (

π
2 , 0), (

π
2 , π) �5;%cHEO ( ! O

�N#�#,+,�c*��Rf����$ CE$B!�$I+ ��$T��$&�F��#������W$&'�4M��$/$&4�C���!��"����>��&�5�8�h�-�h��$ 5�!�CS�U��*���4`C
��f��4�Y/+0*���4��U!�$&!E�jf"�"!��8�5*���!�%of�R� ��$&4 5;��#8CQ��*��
����$���M'E���R��+0����* ��*��B��4���f/�-$'��F�D+,$;O
�0� ��';�"#-#�Y&6�+3���"#-4����C�YT*��Rf����'��`* �35���#8CPO p *��c���-�F���j#-�-.�/2?�-#�#-�-!�%Bf�R� ��$4h:V4�$� ��*��
�����N��*��
�?��$&4�4������=$!�C�� ��$�#���: �)��4`�"!���#8�
���-$! 6

J0
6l��$���M'E�����N+0����*

J̃2
6l�"!;C[�8�)�&� ��';�"#-#�Y
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T���%&'�4���HEO ( ,Np *��F>�'�!;C��"4�Y[$:(��*��W��$/$4`CE�-!��
���2�5'�4�: ����M�;�"4`�"��������4���k���CB>JY
ρ
�"!;C

ω
O

�<4�4�$I+<�3�-!�CE�8���"���7��*�� *�$
+ $":
Ĵ2

$4���*�$%$&!��"#l��$W��*��M#��-!��
g(ρ)

+0*��-�`*B�����"!;� ��*;�
�N���N�8�<$4���*�$&%$!��"#l��$c�#�# #-��!��R�
gω(ρ)��*;�
���8���T4�����'�#_��$":N��*��U��4`�"!���#-�"���-$! >/Y

J̃2
���-!����\��*��8�2��4��!���#-�"���-$! �8���]��$&!E:V$4��W�"#

��4`�"!;�@:V$&4��W�
����$&!GO gK�X�8�(!�$"�X$4���*�$%$&!��"#/��$
J̃2
6J*���!����0$&'�4X��$E$4`CE��!;�
���0��YE�@����� +0�-#�#�!�$�

>=�a�"!U$4���*�$&%$&!��"#=$&!��O(p 4`�"!���#8�
���-!�%2��*��a��'�4�: ����
g(ρ, ω)

�"#-$!�%
J0

%�-f��� '��

g(ρ, ω, τ) =

(

cos τ − sin τ
sin τ cos τ

)

(

2ρ
1−ρ2 e

−ω 1+ρ2

1−ρ2 e
ω

− 1+ρ2

1−ρ2 e
−ω −2ρ

1−ρ2 e
ω

)

=

1

1− ρ2

(

(2ρ cos τ + (1 + ρ2) sin τ)e−ω
(

(1 + ρ2) cos τ + 2ρ sin τ
)

eω

(2ρ sin τ − (1 + ρ2) cos τ)e−ω
(

(1 + ρ2) sin τ − 2ρ cos τ
)

eω

)

. �HEO A>' !
T�4�$&� ��*��-�X+,�<���"!�4����&C2$ 2���*��<4���#8�
���-$!F>=���D+,����!���*��<��!J��4��-!��5�8�<��$/$&4�CE�-!��
�����

(ρ, ω, τ)�"!;C���*��h���M>=��C�CE�-!�%���$/$4`CE�-!��
�����  $#M6 %26 #a6 � ! >/Y\��$�����4��-!�%F+0����*B��eJ'��
����$&!  �H�O A># ! O
gK:7+,�B�
�F��*��B���"���\���-���BCE�C5;!��

σ
��*�4�$'�%&*

ρ = tanh(σ4 )
�!�CQ4��������#�����*��[$"��*���4

��$E$4`CE��!;�
���R�3�F>����<+,�a�"4�4��-f�?�
�<�F!��8���a��$E$4`CE��!;�
���?��YE�@����� $:
AdS3

O

X = +sinh
(σ

2

)

cosh
(ω

2

)

cos
(τ

2

)

− cosh
(σ

2

)

sinh
(ω

2

)

sin
(τ

2

)

,

Y = +sinh
(σ

2

)

cosh
(ω

2

)

sin
(τ

2

)

+ cosh
(σ

2

)

sinh
(ω

2

)

cos
(τ

2

)

,

U = +cosh
(σ

2

)

cosh
(ω

2

)

cos
(τ

2

)

+ sinh
(σ

2

)

sinh
(ω

2

)

sin
(τ

2

)

,

V = +cosh
(σ

2

)

cosh
(ω

2

)

sin
(τ

2

)

− sinh
(σ

2

)

sinh
(ω

2

)

cos
(τ

2

)

.
 �HEO A!Y !

p *��X��*�4����Xf�R� ��$&4@5;��#8C��
∂σ, ∂ω

�"!�C
∂τ
�"4��X�#�#/��$&�F�2'E���-!�%7�"!�Ch#-�-!����4�#-Y7�-!�CE���=��!�CE��!J�

DF(�?7D ��B
AdS3

�"!�C[�4��?��*���4���:V$4��h��'��_�`�">�#-�?:V$&4<'��5�M��<�W��$E$4`CE��!;�
���?>��&�5�8��6�>�'E�N$!
I

!�(
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��A� ��� �	�  ������#�J�%�	��
 � �`�a�	�

∂σ
�"!;C

∂τ
�"4��7>=$"��*U��4�$�=$4����-$!;�"#���$

∂v
 V4��������M>=��43��*��
� ��*��?�-!65�!�������#�Yc��4��!��5#8�
����C

#-��!��
g(ρ)

��$&��!����-CE�R�a+0����*S��*���#-��!���$: 5 �E��CS�=$�-!&�`�a$:
J̃2
! �!�CZ*���!����c��*���YZ�4��c!�$

#-$!�%&��4?#��-!��R�"4�#�Y ��!�C����=��!�C���!&�ROcp *��8�?+0�-#�#(>=���-���;$&45�`�"!J�?+0*���!o+,�W+3�"!J�?��$[#-$/$.T�
�

I
$":9��*��a��eJ'��&�5*���C\��������O
no� 5�!��8�5*^��*��8�U���������-$!^+0����* ��*�� 2?�-#�#-��!�% 5���#-C��[�"!�C ��*��]������4��8�T��! $'�4U!���+

��$E$4`CE��!;�
���R��O

Killing vectors

J0 = 2∂τ ,

J1 = 2 sin τ tanhσ ∂τ − 2 cos τ ∂σ + 2 sin τ
�5�R��*

σ ∂ω ,

J2 = −2 cos τ tanhσ ∂τ − 2 sin τ ∂σ − 2 cos τ
�����`*

σ ∂ω ,

J̃0 = 2
�����`*

σ coshω ∂τ + 2 sinhω ∂σ − 2 tanhσ coshω ∂ω ,

J̃1 = 2
�����`*

σ sinhω ∂τ + 2 coshω ∂σ − 2 tanhσ sinhω ∂ω ,

J̃2 = 2∂ω .
 �HEO A ) !

ds2 =
1

4
(−dτ2 + dσ2 + dω2 + 2 sinhσ dτdω).

 �H�O ( � !
no�a���"![��$�����"4��)��*��8�0+0����*U��*��h������4��-�?$":9��*��aA
�D�5��*���4��7�-![m('�#-��4N�"!�%&#��R� U !4VjO

ds2S3 =
1

4
(dτ2 + dθ2 + dφ2 + 2 cos θdτdφ)

 �H�O (A! !
+0*���4��

0 ≤ τ < 4π 0 ≤ φ < π 0 < θ < π.
 �HEO (JH !

n ����*U��*��-�0+,�?*��If�?�FC�������4��-�E����$&!\$":i�"!&���_�DCE�aL/���5����4<��������?�C���E���RCc��$F��*��h��YJ�F�
������4��-���(+3�<+0�-#�#;'����<+0*���!W+,�)�"4��<��eJ'��&�5*���!�%?��*��)�5�;����&6&���-�F�-#8�"4(��$h��*�� 5�>�4��<>�'�!�CE#-�
CE�R����4��-�E���-$!U$":9��*��aA
�D�5��*���4��O

!	#
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���!G6E��,+,�7���I+ �-!c��*��)��4���fJ�-$';�,�`*��"�E����4R6J>=�74��R�"#-��k���CW>JYW���_��*���4 ��!;�5��45����!�%F�M���4���2�
������43�-!c��*��7������4��8�N�-!c:V4�$!&� $":9�a���-�����K#��-.�6/$&43�2����������j#-�-.�N$!�����:V$4�� �"!�Cc%��!���4`�
��$4
$":X��*���%4�$'��

AdS3
OagK�?�-�7�W�"�-!�#-Y[��*��W��eJ'��&�5*��-!�%\��!T��*����5�;������j#-�-.�2CE�-4��R� ����$&! ��*��"�

+0�-#�#q>=��CE�R����4��->=��CT*���4��6P>�'��hg<+0�-#-#q���=��!�Co�c:V��+ +,$4`C��)$&! ��*���$"��*���4h������M��$/$�OM�
CE�R����4��-�E���-$!U$":9��*��?���-�����K#��-.�h��eJ'����*��-!�%����![�"#8�5$F>=�?:V$'�!;C\�-! U '3VKO

gD!c��*��)��4���f/�-$'��X�`*���E����4X+3�N�W�CE�)��$���N��4������"4`�
����$&!��q>JY�%&��f/�-!�%M� 5�>�4��N>�'�!�CE#-�
CE�R����4��-�E���-$!B$:i��*��F�5���&���a+0*���4��a��*�� 5�>�4��2��$/$&4�CE�-!��"���

σ
4�'�!��)�#�$&!�%���*��F�5���&�����K#-��.�

5�>�4��F+,�F��!J����!;C ��$[��eJ'����*GOap *�����$/$&4�C���!��"���2��YE�@����� �8�7�&� ��'��"#-#-YB�C���E���RCB��$\>=$��*
���&�5�R�2�"�2��*��[����F���������6(��*��[��$E$4`CE��!;�
���

τ
4�'�!��F�#-$!�%]� ���������K#-��.��5�>�4��\4���#8�
���RC

��$[��*������'����%���K��$/$"4�C���!��
�����?�&�
τ = t + φ = v

 jHEO H"A ! O ∂τ %��!���4`�
���R�?�B�5'�>�%4�$'���8�5$&�F$&4���*��-�c��$
SO(2)

+0*��-#��
∂σ

�-�2��*��U%&��!���4`�
��$42$":N��*��U!�$!E�D��$&�F���&� ���5'�>�%4�$'��

SO(1, 1)
O,p *��h4�����'�#_���-!�%WeJ'�$"������!&�N���������� ��:i+,�h+,��4��7��$F: �&� ��$4 ��*��h%4�$'����3$&'E�N�"4��

CE�32=��4���!&�R6��� +,�h+0��#-# �5���O
gD!U��*��?���-�F���j#-�-.�h���&�5�?+,�h���"!U4���+04��_���)��*��h�F����4��8�+ �H�O ( � ! ��!U��*��?:V$&4��

ds2 =
1

4
(−(dτ − sinhσdω)2 + dσ2 + cosh2 σdω2).

 �A�O ! !
(dτ − sinhσdω)

�-�c��*�� ��*��T$&!����j:V$4��
Θ0

 �H�O A ! ! ���E��4������5��C���!^$'�4c!���+ ��$/$4`CE���
!��"������Oqp *��)������4��8�N$:  �������=$4`�"#-#�YJ� ! ��e&';���*���Cc�!&�����DCE�?L/���5����40�5���&���)�-�3$>E�`�"�-!���Cc>JY
�-!��5��45����!�%��F���4����������4 ��!U:V4�$!&�<$":

Θ0
O

ds2λ =
1

4
(−λ2 (dτ − sinhσdω)2 + dσ2 + cosh2 σdω2).

 �A�O H !
n *���!

λ = 0
+,�2$&>E�����!]�c�D+,$�KC�������!;�5�-$!��#��5�;����2���"4`�"������4��-k��RC[>JY[��*��F��$E$4��

CE�-!��
�����
(σ, ω)

6�+0�_��*U������4��-�

ds2λ=0 = dσ2 + cosh2 σdω2.
 �A�O A !

!�&
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p *��-�q�F����4��-� CE�R����4��->=���q�7�����&���3$:=��$!��5���!&�q!���%J�
���-f� ��'�4�f"�
��'�4��,�P��*�� *JY/�=��4�>=$&#��8�
��#8�"!��&Oqp */'��0+,�h���"!U+04������

H2 = AdS3/SO(2)
O

� ���?'��7!�$I+ #-$/$.B�"�)��*��F$��*���4h���&�5�&6=��*�����eJ'����*��-!�%\�#�$&!�%c��*�������������K#��-.� 5�>�4��
%��!���4`�
����C�>JY

J̃2

O-T��-4��5�0+,�h4���+04������7��*��h������4��-�  �HEO ( � ! �-!U��*��?:V$4��

ds2 =
1

4
(− cosh2 σdτ2 + (dω + sinhσdτ)2 + dσ2).

 �A�O ( !
(dφ + sinh2 ωdt)

�8����*��o$!�����:V$&4��
Θ̃2
6)C�'��"#)��$

J̃2
O p *��]������4��8�T$":  �����
���-�#�#-YJ�

! ��eJ'����*��RC\�!&�����DCE�aL/���5����4N�5�;����?�8� $&>E�����!��RC\>JY��-!��5��45����!�% λ2
�-!U: 4�$!J�0$:

Θ̃2
O

ds2λ =
1

4
(− cosh2 σdτ2 + λ2(dω + sinhσdτ)2 + dσ2) .

 �A�O # !
13YF#����5����!�%

λ
4`�"!�%&�0>=���@+,����! �a�!�C3!N+,�N*��Rf�)�?: �"���-#�Y�$":P������4��-���q��*��
�,�-!&����4��=$#8�
���

>=���@+,����! A
�DCE�-�F��!�����$&!��"#7�!�C H
�KCE�-����!����-$!��#7�"!J�����KCE�SL/���5����4B��������O p $ ��$!/fJ�-!����
$'�4�����#-f���X��*��"� +,�?CE$��&� ��'��#-#�Yc�"4�4��-f�)�"�0H
�KC�������!;�5�-$!��#=�!&���_�DCE�hL/���5����40��������)#-���0'��
#-$/$.��
�0��*��h������4��8�7+0*���!

λ = 0
,

ds2λ=0 =
1

4
(− cosh2 σdτ2 + dσ2) .

 �A�O & !
p *��8� �-� $!��(:V$'�4���*a$":/��*��X������4��8�q$":;HDBN�K�!&�����DCE�,L/�_������4��5�;����(�-!a�<��$����$!�#-Y)'�����Ca�5���
$":q��$/$4`CE�-!��
�����,��*��
�)���![���-�F��#-Y\>=�h4���#8�
����C���$c��$!��a��*���������CU*/Y/�=��4�>=$&#�$&�8C\CE��5�!��RC
�-![A�B<� �B�-!�.$I+<��./�P��������

x2 − u2 − v2 = −1 , ds2 = −(du)2 − (dv)2 + (dx)2
 �A�O ' !

��:�+,�h���4���F����4���k��)���N��

u = coshσ cos τ ,

v = coshσ sin τ ,

x = sinhσ .
 A�O Y !

p *��a��$/$&4�C���!��"���R�3�"4��?�5���"���8�?�"!;C\%#-$>��#�O

� 	�� �
 � � � � � ��� � � � ��������� �� � ��� � ���"� � �
A
�DCE�-����!�����$&!��"#��"!&�����KCE��L/���5����4?��������M�-�7�c+3��#-#�.J!�$I+0!T�����&�����j���-���M$":,��$!��5���!&�7!���%"�
�
����f&�a��'�4�f
�
��'�4��h�"!�C[�W��$#-'E����$&!\��$Wm(�-!��5������!�� �<�ReJ'��
����$&!�� �-![��*�4����MCE������!��5�-$!���6�>�'E�
+0*��"�3�"4��0��*��R�5�N%&��$&�F����4����R�i��*��
�3+,�N$>����"�-!c+0*���!c+3�)��eJ'��&�5*W����� % !��N$>Jf/�-$'��,��$!E�
����eJ'���!;���0$:=��*��N��eJ'����*��-!�%h�-�q��*��<4���CE';� ���-$!W$":G�5Y/��������4�Y&O�A�B<�D�"!J�����KCE�)L/�_������4,��������
+3�&�0�F�W� �E���W�#�#-Y��5Y/��������4��8�?�5�;����?+0*��-#-�7��*��a��e&';���*���CU�5���&���?*���<�F��4���:V��4�4��RC\CE���
4���� ����$&!T�#�$&!�%c��*�� 5�>�4��2+,�F�`*�$/$J�5�a:V$&4)��*�����eJ'��&�5*��-!�%�O % :(��*����5� ��2?�-#-#��-!�%\f������$&4��
$":q�"!J�����KCE�ML/���5����4N�����&���6  �H�O H � ! 6  �H�O H�! ! 6�$!�#-Yc:V$'�4N�@����#-# C�������4���>=�h��Y/�F������4����R� $":���*��
��������2�0��*�$J�5�F��*;�
�a��$���M'E����C]+0����*o��*��Wf������$4?$:X��*��c��eJ'��&�5*��-!�%[CE�-4��R� ���-$! O�p *��
4����W�"�-!��-!�% 2?��#-#��-!�%hf�R� ��$4`�q�4�� ��*��0��*�4����<f������$&4��(CE������4��->���!�%h#���: �(��4��!��5#8�
����$&!F$!���*��
%4�$'��\���!���:V$#8CP6��!�C���*��a��eJ'��&�5*��-!�%Ff�R� ��$&4 ��������#�:@O
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{ξKilling} = {J0, J1, J2, J̃2} .
 �A�O ) !

p *J';�P��*��X��Y/�F������4�YN%&4�$&'��?$":���eJ'��&�5*��RC?�"!&���_�DCE�,L/���5����4��5���&���q�8�
SL(2,R)⊗SO(1, 1)
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J̃2
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SO(1, 1)
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�����
SL(2,R)
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J̃2
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SL(2,R)
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gD!B�"!J�����KC��aL/���5����4N�5�;����&6/��*�� 2?�-#-#��-!�%�f������$&4
ξ = JXU

%&��!���4��"���R� � 2?��#-#-��!�%�*�$&4����
k�$&!GOqp *��h��'�45: �&���?+0*���4��?�_�<>=�R��$���R� !J'�#-#�6

ξαξα = ‖JXU‖
2 = U2 −X2 = (U +X)(U −X) = 0 ,

 A�O"! � !
�8�7��!J'�#-#q��'�4�: ����F��$!����8�@����!�%�$":(��*��2!/'�#-#i��#8�"!��R�

X = U
�!�C

X = −U
O � �
��'�4��#�#-Y

�"#8��$
JXV

6
JY U

�!�C
JY V

%&��!���4��"���7�8CE��!J���8���#�2?�-#�#-��!�%  <$&4��-k�$&!��3$:9�@+,$W��!J����4`����� ����!�%
!J'�#�#G��#-�!�����OigK:i$!��?�-!��5���R�CU��$&!����-CE��4��3��*�� 2?�-#�#-�-!�%�f��� ��$4 ��*��"�<�-�<����$�M>���!��"���-$!U$":
�F4�$"���"���-$!U�!�CU�F>=$/$&�5��6

ξ = (JXU + JXY )
6E��*��h��'�4�: ������3+0*���4��?���<>=����$����� !/'�#�#j6

ξαξα = ‖JXU + JXY ‖
2 = (U + Y )2 = 0 ,

 �A�O ! ! !
��$&!����-�5��� $":�$&!��h����!�%&#��h��*�������6��"!;C���*��h!�$&4��W�"#l��$���*��a��'�4�: ����?�-� ��*��?k���4�$Ff������$&4�6

∇α(U + Y )2 = 0 .
 �A�O !RH !

p *��8� �8�<���"#-#-��CU��CE��%&��!���4��"����C�2?�-#-#��-!�%�*�$4��-k�$! O
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J̃0
6
J̃1
! 6 $&!�#�YB��*��W��$&�M>���!;�
���-$!;�

JY U = J̃2−J2

2

�"!;C
JXV = − J̃2−J2

2

�5���-#�#(%��!���4`�
��� 2?��#-#��-!�%[*�$4���k�$!���O % :,��*��W$!����
��*���������C 2?�-#-#��-!�%\*�$4���k�$!��)%��!���4`�
���RCB>/Y[��*��F4�$"�`�
����$&!E�j>=$E$�5�)f������$4`�)!�$!��24����W���!G6
��*��-�(>=�����"'����3��*��04�$"�`�
���-$!Ff������$4`�

JXY

�"!�C
JUV

!�$h#�$&!�%��4q�&� �X��q�8�5$&�F����4����R��O % !��
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J0 + J1
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J0 + J1 = JXY − JUV + JUV − JXU =

= (Y − U)∂X + (V −X)∂Y + (V −X)∂U + (Y − U)∂V

 A�O !�A !
‖J0 + J1‖

2 = (Y − U)2 + (V −X)2 − (V −X)2 − (Y − U)2 = 0!
�0��+04������-!�%B��*���f������$&4a�-! ��!J��4��-!��5�8����$/$&4�CE�-!��"�����a�"!;CS���#-��'�#8�
���-!�%B��*��\!�$4�� �-!S��*��
��e&';���*���C\�����&���?+,� 5�!;C

J0 + J1 = (2 + 2 sin τ tanhσ)∂τ − 2 cos τ ∂σ + 2 sin τ
�����`*

σ ∂ω A�O !�( !
‖J0 + J1‖

2 = (λ2 − 1)(sin τ coshσ + sinhσ)2

gK�)�8�N$!�#-YU#��-%*J�5�K#��-.�a$&![��*��F�5'�45: ����
(sin τ coshσ + sinhσ)2 = 0

+0*��8�`* *���N�c!J'�#-#
!�$&4��W�"#l:V$&4 ��*��a������?4��R���$!U��3��*��h�R�"4�#��-��4<�5�-!�%#-���D��*���������C 2?�-#�#-��!�%�*�$4���k�$!��0CE�-C  �
��'�45: �&���

f2(r) = 0
*��&�h!�$4��W�"#qf������$&4

∇f2(r) = f(r)∇f(r) = 0 ! 6�*���!;���W���M�-�M�CE��%��!���4��"��� 2?�-#-#��-!�%o*�$&4��-k�$&!GOQgK�W+,$'�#8CQ>=�[�-!&����4��R�@����!�%]��$ZC�$Z�]��$4��U��YE�5�����W�"���8�
�-!Jf���5���-%J�
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λ = 1
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dŝ2 =
2

sinhσ
ds2 =

1

2 sinhσ
(−dτ2 + dσ2 + dω2 + 2 sinhσdτdω) ,

 A�O"! # !

lim
σ→±∞

dŝ2 = dτdω .
 �A�O !�& !
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τ
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ω
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π u
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ω
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∝ u
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I ! $&4 ��*��a$���=$J�5�����#-��%&*&�5�K#-��.�
τ(v)

�DCE�-4��R� ���-$! Oip *��-�X:V4�����CE$&� $:G��$If������!&�3+0��#-#l�"#-#-$I+�'��X��$M4�����`*W��f��4�Y
�=$�-!&��$! ��*��[��Y/#-�-!�CE��4ROogK��+0��#-#0�"#8�5$]�#�#-$I+ '��2��$T��4��If��#3>=���@+,����!Q��*��[�"�����"4���!&��#-Y
CE�8� (@$&��!J�)�;�
���`*��R�

I±
 ���$&4�4������=$!�CE�-!�%���$

±σ
�-!65�!����@Y ! +0*��-�`*T�&� ��';�"#-#�YU#-���M$&!�#-Y π v
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=
1

4
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+
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g
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ω
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g = σ2
1 + σ2

2 + λ2σ2
3 ,

ω = ± 4λ
√

1− λ2 σ3 ,
 (�O !�A !
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ds2 =
1

4
(λ2 (dτ + cos θ dφ)2 + dθ2 + sin2 θdφ2) ,

ω = ± 4λ
√

1− λ2 (dτ + cos θ dφ) .
 (;O"!�( !
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g = −λ2Θ2
0 +Θ

2
1 +Θ

2
2 ,

ω = ± 4λ
√

1− λ2Θ0 ,
 (�O !	# !
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ds2λ =
1

4
(−λ2 (dτ − sinhσdω)2 + dσ2 + cosh2 σdω2) ,

ω = ± 4λ
√

1− λ2 (dτ − sinhσdω) .
 (;O"!	& !
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λ
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Θ̃i

�"!;CT'��5�-!�%\��*��W�"!����
��k
ω = f(λ) Θ̃2

�-!T��*���m(�-!��5�����-!E�
no��Y/#G��eJ'��"���-$!  :(�O ! ! ! +,� 5�!�C\��*��a�5$&#�'E����$&!��

g = −Θ̃2
0 + Θ̃

2
1 + λ2 Θ̃2

2 ,

ω = ± 4λ
√

λ2 − 1Θ2
 (�O ! ' !
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ds2λ =
1

4
(− cosh2 σdτ2 + λ2(dω + sinhσdτ)2 + dσ2) ,

ω = ± 4λ
√

λ2 − 1 (dω + sinhσdτ) .
 (;O"!3Y !
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ω
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CE��5�!���C�$!�#-Ya:V$4(f
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λ2 > 1
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