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Sammanfattning

Detta kandidatarbete &r en studie av sjdlvgraviterande system med hjélp av statistisk fy-
sik. Det dr grundat i analysen av jamvikt mellan ett svart hal och svartkroppsstralning av
Gibbons och Perry [1], och fordjupas med hjédlp av Poincarés vandpunktsmetod [2] [3].
Resultatet blir att jimvikten visas vara stabil i ett storre spann av energier i den mikro-
kanoniska ensemblen. Situationen kan beskrivas som att ett svart hal kan kondensera ut
fradn ren stralning av tillrackligt hog energitathet.

Vad som &r intressant med detta system ar att dess varmekapacitet dr negativ och for
system av denna karaktdr harleds ett allméant krav for stabilitet. Detta tillimpas sedan i
kombination med vandpunktsmetoden pa flera andra system, ddribland sjélvgraviteran-
de partiklar inneslutna i en sfarisk volym. Denna modell visar mer dynamiskt beteende
dn modellen for ett svart hal i en lada.

Syftet med detta arbete &r att lysa nytt ljus pd den ofta motintuitiva negativa varmeka-
paciteten i en mangd illustrationer och exempel. Detta gors utan allt for mycket langa
rakningar och slutsatserna kan enkelt avladsas for ett tranat 6ga frdn enbart ett par figurer,
vilket pavisar styrkan i den statistiska mekaniken.

Abstract

This Bachelor’s thesis is a study of self-gravitating systems using statistical mechanics.
Based on the analysis of an equilibrium between a black hole and black-body radiation
by Gibbons and Perry [1], and further investigated using Poincarés turning point met-
hod [2] [3]. The results are that the equilibrium is shown to be stable for a larger range of
energies in the microcanonical ensemble. The situation can be described as a black hole
condensing out of the pure radiation at sufficiently high energy densities.

What is interesting about this system is that its heat capacity is negative and a general
condition for stability is derived for systems of this character. This is then applied in
combination with the turning point method on various other systems, amongst which
self-gravitating particles i a spherical container is considered. This model shows greater
dynamical content than the black hole in a box model.

The purpose of this thesis is to to shine new light on the often counter-intuitive negative
heat capacity in a variety of illustrations and examples. This is done without too many
long calculations and the conclusions can for the trained eye be found simply by looking
at a few figures, once again showing the true power of statistical mechanics.
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1 Introduktion

" Thermodynamics have something to say about everything, but cannot tell you everything about
anything.”

C. Finley

Termodynamik och statistisk mekanik dr mycket kraftfulla verktyg for att analysera ofta
invecklade fysikaliska system. Detta kan i regel inte goras fullstindigt i detalj for ett all-
maént system utan man tvingas manga ganger att utgd fran enkla modeller och fran dessa
kan de statistiska metoderna ge en god kvalitativ forstdelse for hur ndgot bor bete sig.
Som citatet verst pa denna sida poédngterar kan inte termodynamiken beskriva naturen
utan nagra modeller eller principer for denna, detta da den teorin ar ett rent matema-
tiskt ramverk som gor utsagor grundat i sannolikheter. Dessa blir fantastiskt traffsikra
om systemet i frdga bestar av sdg ungefir 10?* bestdndsdelar, vilket de frekvent gor i var
vardag. For att kunna tillimpa de statistiska idéerna och metoderna behovs riktiga fy-
sikaliska teorier som kopplar verkligheten till matematiken - och det dr dessa som &r sd
svara att hitta.

Om man har en eller flera modeller for olika fysikaliska system som &r valgrundade och
testade dr det intressant att stilla sig frdgan hur dessa tva skilda system kan bete sig om
de far komma i kontakt och betraktas som ett nytt sammansatt system. Detta gors ofta i
form av teoretiska tankeexperiment, dd manga experiment kan vara praktiskt ogenom-
forbara. Dessa utgar istéllet frdn en idealiserad situation med helst elementdra modeller
for bestdndsdelarna. Om det sedan gar att motivera hur dessa skulle kunna kvalitativt
vaxelverka med varandra kan man med férdel anvdnda de statistiska metoderna for att
dra hdapnadsvackande slutsatser. Detta om antagandena for modellerna stammer sdklart
och detta dr dven ndgot att ha i dtanke i betraktande av analyserna som gors i detta arbete.

Grovt sagt dr termodynamiken en 6vergripande teori f6r mer makroskopiska objekt och
behandlar exempelvis hur energi kan floda mellan dessa och hur detta relaterar till be-
grepp som vdarme och temperatur pd ett empiriskt vis. Vad den statistiska mekaniken
sedan bidrar med &r mer sofistikerade metoder for att beskriva olika jamviktssituationer
utifran grundlaggande modeller for ett systems mikroskopiska bestdndsdelar.

1.1 Olika ensembler

Nar man har valt sina modeller som man vill undersoka ar det viktigt att fundera 6ver
vilka fysikaliska storheter som dr viktiga for systemen i fraga, bland dessa ar ideligen
energi, temperatur, antalet partiklar och tryck etc. Beroende pd det sammanlagda syste-
mets natur lampar sig beskrivningar med olika antaganden olika bra, delvis eftersom det
iallmédnhet kan bli svart att dra ndgra slutsatser med for ménga fria parametrar men dven
for att situationerna betraktade fran en viss utgangspunkt kan vara rent ofysikaliska. Vad
man véljer mellan &r vad man tanker sig att hdlla som konstant fysikalisk parameter, kal-
lad kontrollparameter, och vad som tillats fluktuera kring en eventuell jamvikt i problemet
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och hér borjar en viss distinktion fran termodynamiken i vilken man forsummar alla
fluktuationer. Det kan vara naturligt att betrakta systemet med konstant temperatur, fix
total energi eller antalet partiklar osv. Vad det ar man gor fran detta dr att valet av sta-
tistisk ensembel. Bland de mdnga mgjliga valen finns det tre som standigt anvands och ar
lampliga for att beskriva fysikaliska system och dessa ar:

o Mikrokanonisk ensemble, dar den totala energin i en given volym hdlls konstant och
temperaturen kan variera i systemet.

e Kanonisk ensemble, temperaturen véljs istdllet konstant och systemet tanks kunna
utbyta energi med ett stort virmebad.

o Storkanonisk ensemble, likt den kanoniska men har kan dven antalet partiklar fluktu-
era.

Med de grundldggande mikroskopiska modellerna ger valet av ensemble en makrosko-
pisk storhet som kan anvindas for att karakterisera systemet, dar den mest vilbekanta ar
entropin och det d&r denna som kommer vara intressant i detta arbete. De makroskopiska
storheterna dr sddant som kan métas och darfor kan utsagorna senare testas for att se om
modellerna faktiskt beskrev verkligheten pé ett tillfredsstdllande vis. Mer om entropin
och dess viktiga betydelse i kapitel 2.2.

1.2 Kort om detta arbete

De tv4 fysikaliska modellerna som undersoks i kapitel 3 dr vad detta arbete grundas pa
och de &r fran tillsynes mycket olika omraden av fysiken, en rent kvantmekanisk och den
andra fran den klassiska allménna relativitetsteorin. Dessa dr modellen for svartkropps-
stralning respektive for svarta hdl, vilka ej kommer beskrivas i detalj hdr da detta inte ar
nodvandigt for att utfora den statiska analysen. Utan i detta arbete tas foljande samband
for energin och entropin for svartkroppsstralningen som givna:

Eg. = aVT* (1.1)

4
Sar = gaVT3 (1.2)

Dar V' dr volymen for den instingda stralningen, 7" dr dess temperatur och konstanten

514
a= % [4] Motsvarande samband for det svarta hélet tags likvil som givna:

Eg, = Mc? (1.3)

Sep = 4w M> (1.4)

Dar M ar det svarta hdlets massa, vilket dr tillrdckligt for en termodynamisk beskrivning
av ett ickeroterande och elektriskt neutralt svart hdl, som behandlas hir for enkelhetens
skull. [5]

Vad som lampligen behovs utover detta for att kunna sédtta upp en mikrokanonisk en-
semble med svartkroppsstrdlning och svarta hal d&r ndgon sorts processer, kallade ekuvili-
breringsprocesser, med vilka dessa kan tdnkas utbyta energi sinsemellan. Fran dessa kan
man gora situationen trolig &ven om detaljerna om hur detta sker inte &r helt kdnda. Att
strdlningen kan falla in i det svarta halet och pa sd sdtt oka dess energiinnehdll dr up-
penbart. Men vad som inte dr lika trivialt &r en omvand mekanism med vilken det svarta
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halet kan ge ifrdn sig energi. Betryggande nog var detta nagot som Hawking teoretiskt vi-
sade - att om man betraktar effekter frdn kvantfiltteori i ndrheten av handelsehorisonten
av ett svart hal visar det sig tydligen att ett svart hal ska kunna strdla ut partiklar, vilka
anmarkningsvart nog visade sig ha precis samma spektrum som svartkroppsstralning
[5]. Alltsa verkar det inte orimligt att betrakta en sammanséttning av de tvd systemen
och forvinta sig att de kommer ha ndgon sorts dynamiskt beteende som skulle kunna
fora det mot ett eventuellt jamviktsldge. Fokus i detta arbete kommer att ligga pa fragan
hurvida det kan finnas ndgon stabil jamviktskonfiguration for systemet. Det vill siga om
systemet vid ndgot tillfdlle var i jaimvikt kommer det att forbli i ddr. Eller skulle det med
tiden utvecklas fran detta, vilket da skulle motsvara ett instabilt jamviktslage.

Virt att notera vid detta skede &r att problemet med hur de s k ekvilibreringsprocesserna
och deras eventuella svaga koppling mellan fysiken och matematiken dr inte unik i denna
modell. Exempelvis uppkommer motsvarande problem med den enkla modellen for en
ideal gas - om partiklarna inte tillats interagera, hur kom de da till jimviktsldaget? Utan en
stark fysikaliska kopplingen blir modellerna nagot vaga, ddr man snarare ser situationen
som att om systemet pa ndgot satt hamnat i jamvikt vad kan man dra for slutsatser fran
de statistiska modellerna.

1.2.1 Syfte och metod

Varfor detta problem har valts att undersokas, utover ren nyfikenhet for teoretisk fysik,
ar for att det ger nagon form av ledtrddar om kopplingar mellan kvantmekanik och rela-
tivitetsteori. Detta ses fran stabilitetsanalysen och om en béttre forstaelse for en eventuell
kvantgravitationsteori skulle finnas kunde férmodligen dven slutsatserna fran modellen
med det svarta halet i lddan forstds battre.

Vidare kommer andra system med negativ virmekapacitet undersokas, dessa karakterise-
ras av att de blir kallare om deras energi dkas dar det typiska exemplet dr en samling par-
tiklar som lates fd interagera under sin egen gravitation. Detta dr en vanlig utgdngspunkt
for manga astronomiska modeller och &r darfor av intresse, ocksa hér sarskilt stabilitets
aspekten. Vilket dr vad som kommer undersokas i mer detalj i detta arbete och vad som
blir spdnnande dd dr hur det i allmdnhet gdr att relatera instabiliteter for jamvikten till
den negativa viarmekapacitet i en mikrokanonisk ensemble.

Dessa fragor inom statistisk mekanik kommer undersokas i ljuset av Poincarés vindpunkts
metod, som beskrivs i detalj i 2.3, och med hjilp av datoriserade hjdlpmedel for att gora
tydliga illustrationer av problemen och deras losningar. Med malet att visa hur enkel
men samtidigt kraftfull en stabilitetsanalys kan vara.



2 Teori

2.1 Dimensioner

Eftersom detta arbete behandlar statistisk fysik, kvantmekanik och relativitetsteori dr det
naturligt att gora foljande val av enheter.

Dessa kallas planckenheter och betyder att exempelvis att tid méts i samma enheter som
stracka och dven att temperatur och energi bada mits samma enhet. Detta kan vara na-
got forvirrande med vad som visas pd axlar i plottar senare i arbetet, men det ar inget
problem i sig da néstintill inga faktiska viarden behovs eller kommenteras i detta arbete
eftersom det i grunden dr en kvalitativ analys. Exempel pa forenklingar som detta val av
enheter gor &r att konstanten for svartkroppsstralningen i ekv. 1.2 forenklas till a = {7
och det svarta hélets energi Mc? — M.

2.2 Postulatet om entropins maximering

Som utgangspunkt for hela detta arbete ligger idén om att det for varje givet system
finns en tillstdindsfunktion som forblir densamma efter tillrdackligt lang tid. Mer specifikt
for den mikrokanoniska utgangspunkten dr denna entropin som antas kunna variera ba-
serat pa konfigurationen av ett givet system och detta kommer rora sig mot ett lage dar
entropin 4r maximerad.

Entropin &r ett ndgot abstrakt begrepp som kan ses pé olika sidtt. Om en mikroskopisk
modell for ett system finns tillhanda och fér denna en given méngd diskreta energien-
heter att dela upp pd de kidnda bestdndsdelarna. Da kommer det i princip vara mojligt
att berdkna alla dessa konfigurationer €2 och resultatet blir d4 att det makroskopiska till-
stdndet av systemet som gar att uppnas pa flest siatt pd mikroskopisk niva dr det som
systemet troligast hittas i. Eftersom i det fallet definieras entropin enligt:

S=Q (2.2)

Detta dr en utsaga om vad som kommer att vara fallet vid jamvikt men om systemet i
fraga inte borjade i jamvikt kommer det mest sannolika vara att systemet konfigurerar om
sig sjdlvt till tillstand med hogre och hogre entropi. Nar jamvikten val uppnétts kommer
entropin forbli konstant som funktion av tiden endast med férsumbara fluktuationer fran
maximum av entropin. [6] [7].

En utvidgning av denna syn pé entropin kan for den som dr bekant med analytisk me-
kanik utforas. Eftersom ett systems tillstand specificeras av en punkt i dess fasrum blir
entropin istéllet ett matt pd volymen av olika delar av fasrummet som motsvarar samma
makroskopiska tillstdnd. D4 blir det mer intuitivt att tdinka att systemet kan borja i ett
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godtyckligt tillstdind motsvarande en viss punkt i fasrummet, sedan kommer systemet
rora sig langs ndgon kurva i fasrummet som gar till regioner av storre och storre vo-
lym, motsvarande tillstdnd av hogre entropi. Nér systemet sedan kommit till den del av
fasrummet som &r absolut storst, vilket motsvarar maximal entropi, kommer det forbli
dér eftersom den volymen dr mycket storre dn alla de andra i det tillgédngliga fasrummet

[819].

2.3 Poincarés vindpunktsmetod

Foljande beskrivning av Poincarés vandpunktsmetod baseras pa en mer allmén fram-
stillning av G. Arcioni och E. Lozano-Tellechea [2]. Denna metod baseras sig pa postula-
tet om maximering av entropin beskriven ovan 2.2, som kommer specificeras ytterligare
hér, och géller dé i den mikrokanoniska ensemblen. Metoden gar dock att generalisera for
andra motsvarande tillstdindsfunktioner som exempelvis Helmholtz fria energi i den ka-
noniska ensemblen. Aven flera kontrollparametrar {y;} och flera konjugerade variabler
kan behandlas med metoden, da ersitts lampligen £ — y; och 8 — ;. Vidare anvands
Einsteins indexnotation.

2.3.1 Definitioner och formaliteter

Utgangspunkten dr den matematiska mangfalden M som &r systemets konfigurations-
rum 6ver vilken entropin S = S(E; X') och kontrollparametern E = E(X') dr mjuka
funktioner som antas ha atminstone kontinuerliga andraderivator. Jamviktstillstand ar
punkter i konfigurationsrummet som ger stationdra varden pd entropin S med avseende
pé forskjutningar dX' for vilka dE = 0, alltsd som behéller energin fix. L&t oss for des-
sa jamviktsldgen definiera den konjugerade termodynamiska variabeln (3 sadan att for alla
forskjutningar d X *:

dS = pdr (2.3)

Vilket sédger till oss att vid jamvikt beror entropifunktionen endast pa energin och det ar
da darfor lampligt att kalla denna kontrollparameter.

Samlingen av alla jamviktspunkterna bildar en undermangfald av konfigurationsrum-
met M som vi kallar M,,. Komplementet M\ M., representerar dd méngden av alla
icke-jamviktslagen.

Postulatet om entropins maximering sager att lokalt stabila jamviktsldgen infinner sig for
punkter i M., dér S &r lokalt maximum med avseende pd godtyckliga variationer dX" i
M som bevarar dE = 0.

En grundldggande egenskap for jamviktsldgena ar ett explicit uttryck for tillstandsfunk-
tionen, som i mikrokanoniska ensemblen dr entropin:

Seq = S(E) (2.4)

Alltséd integralen av 2.3. Frdn detta kan vi dven bestimma den konjugerade variabeln
langs med jamviktssekvensen explicit enligt:

0S4

/BGQ(E) = 8E

(2.5)
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Sammanfattningsvis dr entropin S = S(F; X?) i den mikrokanoniska ensemblen en funk-
tion av kontrollparametern E och av ett set av okontrollerade variabler {X'}. Vad som
hiander enligt det angivna postulatet r att ett system pa nagot vis viljer ett X' = X*(E)
sddant att entropin maximeras.

Postulatet om entropins maximering ses nu tydligare i denna formalism som en utsaga
om beteendet av entropifunktionen liangs icke-jamviktskurvor i konfigurationsrummet.
For i allménhet sdger inte jamviktssekvenserna i sig sjdlva ndgot om den lokala stabilite-
ten av ett jamviktsldge. Eftersom det oftast 4r endast sambandet for entropin vid jamvikt,
2.4, som dr kand &r nu fragan hur en stabilitetsanalys faktiskt kan géras. Om man kdnner
den utokade entropifunktionen S, alltsi den som vore definierad 6ver hela konfigurations
rummet M av intresse, vore saken klar.

2.3.2 Vindpunktsmetoden

Dock finns det en kraftfull metod som kommer beskrivas i det foljande och som ger
mojligheten att gora utsagor om karaktdren av stabiliteten av S endast utgdende fran
tillstdndsekvationen vid jamvikt. Framstillningen av denna metod foljer ndra den given
i[2].

Antag att det finns ett uttryck for den utékade entropifunktionen dtminstone i narheten
av M4, som ddr kan parametriseras enligt:

S =8(X"E) (2.6)

Dir {X;} representerar icke-jdmviktsvariablerna. Jimvikt infinner sig for vérden X L=
X¢q(E) vilka dr 16sningar till:

08
axi
Det vill sdga stationdra punkter, frdn dessa ges entropifunktionen vid jamvikt av:

;S = 0 (2.7)

Seq(E) = S(X!,(E); E) (2.8)

Fran vilken de konjugerade variablerna for icke-jamvikts sekvenserna definieras som:

B(X%E) = 05

= (2.9)

Punkten X/, motsvarar ett stabilt jimviktstillstind om och endast om den ger lokalt max-

imum for S vid fixt F, alltsa ar vad som behover undersokas i allménhet egenvirdena till
Hessian matrisen. Om variablerna { X} antas kunna viljas sd att Hessianen blir diagonal,
betyder det att vi dr intresserade av de partiella andra derivatorna av S:

N(E) = 02S(X* E) (2.10)
X’V:XL?Q(E)

Om det endast fanns en okontrollerad variabel z dr situationen den mycket bekanta dar
tecknet av andraderivatan utvéarderat i en stationdr punkt avslojar dess karaktar, pd mot-
svarande vis relaterar ndgot \; > 0 till ett lokalt minima och en instabilitet langs den
i-riktningen. Alltsa kan en forandring av stabiliteten ske nér ett av egenvardena blir noll
och byter tecken. Problemet ar hér igen att for att kunna berdkna dessa )\;, dven kallade
Poincarés stabilitets koefficienter, behdver vi den utokade S, men med foljande knep kan
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vi fa information om tecknet av ett egenvirde )\; i ndrheten av dér det blir noll utan att
explicit rdkna ut spektrumet av Hessianen.

Betrakta ekvation 2.7 dér vénsterledet utvarderas vid X éq och ta den partiella derivatan
med avseende pa energin F, eller i allmédnhet en av kontrollparametrarna:

3Seq\ . [0S 0Se  0XEN\
% ( OF ) =a <8E toxtor ) @11
X!, 08, 0*°X!
— 9 2 eq eq eq
= 0ifea + 9iSea 5 T 5 gEOX 12)
oX!
= 0ifeq + Ni—t =0 (2.13)

OE
Dir i forsta steget nyttjades antagandet om att funktionerna var mjuka 6éver M och ord-
ningen pa de partiella derivatorna kan véxlas. Vidare anvindes kedjeregeln for funktio-
ner av flera variabler upprepade ganger och i sista steget forsvinner sista termen da vi
hér endast kollar pé jamviktsfunktionen for vilken 2.7 galler.

Vidare tas energiderivatan pa den konjugerade parametern fran ekvation 2.9:

08 0 (08 %S . . 0Xi
or = o5\ o8) = aE* * % g 219
Detta gar att skriva om med hjilp av 2.13 till:
2 3 )2
98 0°Seq  (9iBed) .15

OF ~ OEZ2 i

Vad som vi nu har hittat dr ett uttryck for derivatan av den konjugerade parametern j3
med avseende pa kontrollparametern £ vilken endast innehéller derivator med avseen-
de pa tillstdndsekvationen vid jamvikt. Om man antar att for ett godtyckligt jamviktslage

att 8;;‘;‘1 ar andlig och att koefficienterna 9; 3.4 &ven dr andliga och nollskilda kopplar ek-

vation 2.15 en forandring av stabiliteten till en plott av den konjugerade parametern j3
mot kontrollparametern E. En vertikal tangent i detta s k konjugerade diagrammet bety-
der en forandring av stabiliteten, eftersom dar mdste minst ett av egenvardena \; blivit
noll och bytt tecken. Detta gar enkelt att se fran beteendet av kurvan, da g—g uppenbarli-
gen divergerar om ndgon av stabilitets parametrarna \; gar genom noll och byter tecken,
punkter som detta sker bendmns vindpunkter. Alltsa dr det mojligt att, under dessa an-
taganden om mjukhet och dndlighet av ndgra derivator, uttala sig om stabiliteten for en
jamviktssekvens utan kdannedom om den utdkade entropifuktionen.

Tva viktiga och uppenbara konsekvenser av detta ar:

o Slutsats 1: Om en punkt lingsmed en jaimuviktskurva har visats var helt stabil ir alla punk-
ter i samma jamuviktssekvens ocksi helt stabila tills den forsta vindpunkten triffas pd, ef-
tersom en fordndring av stabiliteten endast kan ske dir.

Nara vandpunkten kan ekvation 2.15 skrivas som:

873 ~ (aiﬁeq)2 . .
9E~ TN + ...(dndliga termer) (2.16)
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e Slutsats 2: Vid en vindpunkt ir grenen med negativ lutning nira vindpunkten alltid in-
stabil.

Denna slutsats foljer av att en negativ lutning ndra vandpunkten betyder att minst en
term i summan i 2.16 vara negativ, alltsa att minst ett egenvéarde &r positivt.

2.3.3 Analys av stabilitet

Metoden som beskrevs ovan kan verka ndgot oklar till en borjan darfor foljer har ett
exempel pd det hur ett konjugerat diagram kan se ut och vad man kan tolka fran det.

B

FIGUR 2.1: Generisk plott av en konjugerad variabel S mot en kontrollpa-
rameter i lings med en jamviktssekvens.

I figur 2.1 visas fem punkter dir derivatan véxlar tecken lings en godtycklig jamviktsse-
kvens, men det dr endast vid vandpunkterna A, C och E som en fordndring av stabiliteten
sker eftersom dessa samtidigt héller dy = 0. Eftersom maximeringen av entropin S skall
ske for fixt 4 och kurvan uppenbarligen skiftar langs kontrollparametern da den passerar
B och D kan dessa inte ge ndgon fordandring av stabiliteten och dessa horisontella tangen-
ter dr sdledes inte ndgra vandpunkter. Om nu A antas ha visats vara en stabil punkt i
jamviktssekvensen forblir denna helt stabil d&nda fram till ndsta vandpunkt C. Dérefter
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ar jamvikten instabil, som en f6ljd av den negativa lutningen, dtminstone fram till vand-
punkten E. Dock &r det inte klart vad som hdnder vid denna om man bara skulle ha den
uppritade kurvan, vilket exemplifierar en viss begransning i vindpunktsmetoden.

I de fallen man ej kdnner en explicit form for en jamviktskurva kan denna @nda ofta finnas
numeriskt, genom att med datorhjalp 16sa de statistiska jamviktsekvationerna. Vad detta
resulterar i kan vara en parametriserad kurva av en, eller flera kontrollparametrar, och de
tillhorande konfigurationsvariablerna. For enkelhetens skull betraktas situationen med
en kontrollparameter ;. samt en generaliserad koordinat x for att detta gar att illustrera
pa trevligt vis, inspirerat av Thompson [3].

FIGUR 2.2: Generisk plott av en jamviktssekvens S, (z(u), i) till vanster,
till hoger visas samma kurva med dess projektion pa S-y: planet.

I figur 2.2 ovan visas grafiskt hur kopplingen mellan en viss jamviktssekvens och dess
projektion pa S-u planet kan goras. Varfor man dr intresserad av tillstdindsfunktionen S
plottat mot kontrollparametern p dr ju for att det &r precis denna kurva fran vilken vi
definierar den konjugerade parametern /3 fran.

Overst i figur 2.3 visas beteendet av S lings med en jamviktssekvens som funktion av
kontrollparametern x fran vilken derivatan studeras i enlighet med vandpunktsmetoden.
Fran figuren identifieras vindpunkten med den horisontella tangenten i det tillhérande
konjugerade diagrammet nedan i rott, for vilken derivatan blir diskontinuerlig och byter
tecken vilket tydligt 4r vad som sker vid kuspen i blatt i det tillhérande diagrammet ovan.
Streckningen av en del av sekvensen har gjorts for att visa att denna del av jamvikten
ar instabil, eftersom det syns tydligt i det konjugerade diagrammet att denna forgrening
har negativ lutning vilket enligt slutsats 2 i kapitel 2.3.2 relaterar till instabilitet. Vidare
om ndgon punkt pa den heldragna grenen skulle ha visats stabil, sdg att det fanns en av
de punkterna representerade ett globalt maximum foér S vore hela sekvensen stabil fram
till vandpunkten, enligt slutsats 1 i kapitel 2.3.2.

Vad som ar exceptionellt med denna tillimpning av vandpunktsmetoden é&r att slutsat-
serna kan goras direkt fran att enbart titta pa formen av kurvorna, som i princip kan
vara nagot man latit hitta empiriskt eller numeriskt. Energiderivatan pa g behover inte
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FIGUR 2.3: Projektionen pd S-u planet ovan i blatt fran figur 2.2 samt det
tillhorande konjugerade diagrammet, dvs % = B nedani rott.

ens explicit ritas ut da det dr uppenbart fran det konjugerade diagrammet att det en-
dast finns en kritisk punkt, alltsd en vandpunkt. I denna vander kurvan och gar bakat
igen vilket nodvéndigtvis betyder att derivatan % har divergerat, se ekvation 2.15. S&-
dana har kusper ar vanliga i ssmmanhangen av stabilitetsanalys och dr ett exempel pa
ett forgreningsbeteende fran nagon viss kritisk punkt vilket &dr typiskt vad som sker fran

projektioner av kurvor i hogre dimensioner ned pa ett plan.

For att fortydliga situationen och dessa bilder ytterligare ar det vart att notera att den
delen av jamviktssekvensen som hor till den instabila grenen i det konjugerade diagram-
met motsvarar ett lokalt minimum fér den utékade potentialfunktionen S och den stabila
motsvarar ett maximum for densamma. Vilket stimmer vl overens med vad vdr intui-
tiva forstaelse fran postulatet om entropins maximerade, men detta har nu gjorts utan
kidnnedom om den faktiska utokade S. Allts i fallet med en kontrollparameter och en
generaliserad variabel, utan att kinna hela entropiytan. Aven om den exakta formen av
denna ej dr kidnd kan Poincarés vandpunktsmetod dra slutsatser om dess kvalitativa bete-
ende i ndrheten av en jamviktssekvens, som utlovat. Vidare tolkning av kurvans karaktar
ar att vandpunkten dr punkten déar det lokala minimat och maximat sammanfaller, detta
undersoks i detalj i det fysikaliska systemet som betraktas i kapitel 3.
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3 Svart hal i en lada

3.1 Den mikrokanoniska lddan

De antaganden som ligger for grund for denna analys dr sambanden for energin och
entropin i kapitel 1.2 samt att dessa antas vara additiva, vilket kan kritiseras men gors
for enkelhetens skull samt for att modellen dven anvdnds som en ren demonstration pa
en tillimpning av vandpunktsmetoden.

Situationen som forestills &r man har en lida av ndgon given volym V med vaggar som
inte tilldter ndgon form av energi att lamna ladan. Sedan tianks det att man ger lddan na-
gon given mangd energi £, som tilldts att vara antingen i formen av svartkroppsstralning,
som massa i ett svart hdl eller ndgon blandning av dessa. Startpunkten ar lampligen med
lddan tom och gradvis kan dess energiinnehall 6kas och ddrmed energitiatheten i lddan,
sedan undersoks hur systemet beter sig for olika varden pa kontrollparametern E. Vad
som agerar som den generaliserade koordinaten blir M/, det svarta halets massa. Varfor
just en mikrokanonisk ensemble bor véljas for detta system klargors i kapitel 3.4.

Vad som utmaérker situationen med denna mikrokanoniska ensemble dr att den utdkade
entropifunktionen S under de givna antagandena existerar for hela konfigurationsrum-
met. Detta gor analysen med vandpunktsmetoden extra klar och tydlig, 4&ven om denna
saklart hade fungerat endast med kdinnedomen om en eventuell jamviktssekvens.

De precisa detaljerna om fordelningen av energin dr inte allt for relevanta utan stralning-
en antas vara nagorlunda homogent fordelad i lddans volym. Vidare dr vart att notera
att det endast kan vara ett svart hal i 1ddan, eftersom om flera skulle finnas skulle dessa
kunna skicka ut gravitationsstralning och saledes skulle inte Iddans energiinnehadll kunna
hallas konstant.

3.2 Stabilitetsanalys

Nar de tva fysikaliska modellerna dr framlagda och valet av ensemble har gjorts kan
stabilitetsanalysen paborjas och grunden for denna dr som bekant entropifunktionen:

A 4
S(M;E) = 4xM? + g(CLV)l/‘l(E — M3/ (3.1)
Déar M ar det svarta halets massa som hér agerar som den okontrollerade variabeln och

den totala energin £ som agerar kontrollparameter. Denna funktion for den utdkade
entropifunktionen foljer av sambanden och antagandet om additivitet:

FEiot = Egp + Eg, = M +aVT*! (3.2)

4
Siot = Sep + Sy = AwM? + gaVT3 (3.3)
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For att gora rakningarna snyggare sitts harefter aV' = 1, vilket effektivt bara specificerar
ndgon given volym for ladan dé a = -t7* som tidigare. Med detta blir ytan som ska
undersokas:

S(M; E) = 4nM?* + %(E — M)/ (3.4)

Vilken med tekniska hjdlpmedel enkelt kan plottas i ndgot givet intervall som exempelvis
foljande:

- .. '\

{77 : 77 f
'W

7 1.0

705

0.5

g0
1.0

FIGUR 3.1: Den utokade entropifunktionen S(M; E) 3.4 for det svarta hilet
i lddan.

Fran denna yta dr det inte helt enkelt att se om det finns ndgon sekvens med lokala entro-
pimaxima och de forvéantade tillhérande miniman. Vad som gér att tyda ar att det finns
globala maximan nédra griansen M = E for hogre energititheter (storre fixt £). En nog-
grannare undersokning méste dock goras med en borjan for 1dga energitatheter dvs. sma
E. Vad som tydligare illustrerar beteendet av en mikrokanonisk ensemble dr att studera
snitt av entropiytan for fixa E vilket visas i figur 3.2.
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FIGUR 3.2: Snitt av den utdkade entropifunktionen S(M; E) fran ekv. 3.4
som visas i figur 3.1 for olika fixa F i regelbundna steg.

For snitt med mycket sma E alltsa for ldga energitatheter synes inga lokala extrempunk-
ter for kurvan som bildas frén snittet av den utékade entropiytan S. Tydligt 4r 4ven att
maximum for entropin for dessa energititheter ligger vid M = 0 vilket skulle betyda att
det inte fanns ndgot svart hal i lddan utan att den var fylld med endast termisk strél-
ning. Men for hogre energitdtheter borjar get ga att tyda ett lokalt minima och ett lokalt
maxima for varje snitt efter det sjunde i figuren 3.2, dessa dr vad som dr av mycket stort
intresse att undersoka. Eftersom de kurvorna har punkter for vilka dM = 0 for fixt E och
dessa punkter dr vad som bildar var eftertraktade jamviktssekvens.

Man kunde dven borjat med att sdka efter stationdra punkter med avseende pa M, fast
det dr samtidigt bra att figuren 3.2 i dtanke for att forsta hur situationen uppstéar och beter

sig mer intuitivt. Vad som eftersoks &r losningar till ekvationen g—ﬁ = 0. Som for systemet
i fraga tar formen:

87M — (E— M) Y4 =0 (3.5)
1 + 40967 M>
= Peg = EOM) = =560 (3.6)

Vilket ger oss en parametrisering av jamviktssekvensen S, = S(M,(E); E). Denna kan
lampligen ritas upp med snitten som visades i figur 3.2.
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FIGUR 3.3: Snitten av entropiytan fran figur 3.2 samt jamviktssekvensen
fran ekv. 3.6 som kurvan i svart.

Jamviktssekvensen i svart visar alltsa hur de lokala maxima och miniman som syntes for
snitten knyts ihop och dven punkten dar de sammanfaller, vilket i sammanhanget blir
lampligare att tdnka pa som en kritisk energitdthet for vilken jamviktssekvensen borjar.
Alltsa &r det forst vid denna energi som innehéllet i 1ddan kan dndras fran att ha varit
endast ren strdlning. I appendix A visas att vid denna kritiska energitdthet skulle det
svarta hélet da ha 80% av den totala energin och resten vore i form av strdlning.

Eftersom en jamviktssekvens faktiskt visats existera kan vandpunktsmetoden tillimpas
pa denna for att undersoka dess stabilitet. Forst kan man fraga sig om det finns nagon
punkt pa jamviktsekvensen som ar globalt maximum, vilket skulle betyda att i alla fall
den punkten motsvarade en stabil konfiguration med ett blandat energiinnehdll i ladan.
Detta kan avlésas fran figur 3.2 att det bland snitten for hogre energitatheter dr att det lo-
kala maximat ndra M = E-gransen faktiskt antar hogre varden dn Sey(M; 0) och ddarmed
aven globalt maximerar entropin for den givna energin. Punkten da dessa antar samma
viarde motsvarar M ~ 0.977F, se appendix A, vilket var resultatet frdn analysen i [1].
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En lamplig startpunkt for den fullstindiga analysen av stabiliteten for hela jamviktsse-
kvensen dr att kolla pa projektionen av jamviktskurvan mot kontrollparametern E.

015 T, /

020 00

M

FIGUR 3.4: Snitten av entropiytan fran figur 3.2 samt jamviktssekvensen
frén ekv. 3.6 i svart och dess tillhoérande projektion i blatt pa S-E planet.

Vad som ses &r att jamviktskurvans projektion mot S-E planet har formen av en kusp.
Analysen av denna blir helt analog till det generiska exemplet i 2.3.3 och foljer nedan,
for samma del av jamviktssekvensen som tidigare for projektionen och dess tillhorande
energiderivata 3, alltsd vad som tidigare kallades det konjugerade diagrammet.
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FIGUR 3.5: Kuspen fran figur 3.4 ovan i blatt samt dess tillhérande energi-
derivata § i det konjugerade diagrammet nedan i rott.

Helt analogt med beskrivningen av metoden i kap 2.3.3 syns tydligt en vindpunkt fran
vilken det gar tva grenar som relaterar till sekvenserna som ar lokala minima respektive
maxima. Grenen som har negativ lutning i det konjugerade diagrammet visas som strec-
kad eftersom denna dr instabil enligt slutsats 2 i kapitel 2.3.2. Nar man sedan undersoker
vilken del av jamviktssekvensen som denna motsvarar dr det mycket riktigt de lokala mi-
niman. Vidare motsvarar den heldragna grenen de lokala maximan och denna sekvens
kan sédgas vara helt stabil enligt slutsats 1 kapitel 2.3.2, eftersom vi nyss konstaterade att
minst en punkt pa sekvensen efter vindpunkten var stabil.
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3.3 Temperatur och virmekapacitet

Analysen av systemet dr dannu inte fardig d4 flera slutsatser kan finnas efter en noggran-
nare studie. Dessa har att gora med beteendet av systemet och dess bestdndsdelars tem-
peraturbeteende. Utgdende fran det grundldggande sambandet kan temperatureten de-
finieras:

1 oS
dU =TdS dV = — = ( U) (3.7)

T

Svart hal
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FIGUR 3.6: For samma spann av energier som tidigare plottas temperatu-
ren mot energin for ren svartkroppsstralning i orange, ett svart hal i gratt
och jamviktssekvensen for lddan i svart.

Ovan synes temperaturkurvan for olika fixa energier med de olika alternativen av in-
nehdll i 1ddan; endast svartkroppsstralning i orange, endast ett svart hal i gratt och den
svarta kurvan motsvarar jamviktssekvensen frdn ekv. 3.6 med en blandning av de ba-
da. Kurvan for svartkroppsstrdlningen dr typiskt vad man dr van att se, temperaturen
okar nér energin okar. Tvirtemot beter sig kurvan for det svarta hdlets temperatur, vil-
ken minskar dd energiinnehdllet 6kar och har ddarmed uppvisar negativ virmekapacitet.
Jamviktssekvensens vandpunkt ses dven hér och darfor har den grenen som motsva-
rar instabila ldgen streckats. Frdn samma vérde for energititheten streckas de tva rena
temperaturfunktionerna som referenser, mot vilka de tva respektive grenarna av jam-
viktssekvensen gar mot. Vilket stimmer 6verens med vad som &r forvintat beteende av
systemet i granserna dd stralningen eller det svarta hdlet dominerar.

Lat oss nu studera varmekapaciteten for de olika systemen och deras sammanséattning i
mer detalj, utgdende fran definitionen av varmekapacitet vid konstant volym eftersom vi
fortfarande betraktar en mikrokanoniska ensemble:

o= (8, -7(%),
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Vilket frdn de givna uttrycken i kapitel 1.2 for entropin och energin for de rena systemen,
samt for jamviktssekvensen ur ekvation 3.4 ger foljande kurvor:

Cv
2 -

Svartkroppsstralning -

g Blandat tillstind

0.15 0.20

" E
0.25

FIGUR 3.7: Fér samma spann av energier som tidigare plottas varmekapa-
citeten Cy mot energin for ren svartkroppsstralning i orange, ett svart hal
i gratt och jamviktssekvensen i svart.

Vid betraktande av figur 3.7 i férhallande till figur 3.6 dr det viktigt att ha i dtanke att
temperaturen for det svarta halet relaterar till inversen av dess energi, T;;, = 1/(87M).

3.4 Slutsatser och generalisering av resultaten

Nedan foljer en hiarledning av kravet for stabilitet mellan tva system med olika tecken pa
varmekapaciteten, som gar att hitta i exempelvis [10]. For tvd system med energierna Us,
U, samt parametrarna X;, X antag nu att deras totala energi ges av U = U; + U samt
att deras entropi dr additiv enligt:

S=8U) =8U, X1)+ S(U —-U, Xs) (3.9)

Vilket for jamviktssekvenser bevarar d.X; = 0 och ddrmed tas den sammansatta entropi-
funktionen hér att bero pa endast en variabel U;. For extremum av denna eftersoks som

bekant: 55
—_— =0 3.10
(5U1>U2,X1,X2 (310
dUs __

Vilket eftersom 972 = —1 ger sambandet:

a, =
&91) (832> 1 1
_ [ Z== e — 3.11
(aUl X, o) x, Th Ty (-11)
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Vilket om temperaturen antogs positiv sjdlvfallet ger oss att 77 = T = T vid jamvikt
och som vanligt for att undersoka karaktdren av denna jamvikt undersoks tecknet pa
andraderivatan som for maxima av S ska vara negativ:

2
(2(}2) <0 (3.12)
L/ Uy, X1, X2
T <8U1) T2 (aUQ) T2 <01 + 02) <0 (3.13)

Dar Cy och Cy dr de tva systemens respektive varmekapaciteter vid konstant volym och
kravet for stabil jamvikt blir séledes:

1 1
— 4+ —)>0 3.14

(C o CQ) G149
Vilket trivialt dr uppfyllt for tva system med positiv varmekapacitet, vilket dr betryggan-
de. Nagot anmarkningsvart ar att frdn denna korta rdkning kan det dras slutsatsen att
tva system med negativ virmekapacitet aldrig kan vara i en stabil jamvikt.

Vad som kvarstar att frdga dr nu hur situationen fér C; < 0 och Cy > 0 blir. Fran kra-
vet 3.14 leds vi nu till slutsatsen att situationen mellan systemen med olika tecken pa
varmekapaciteten &r stabil om och endast om:

‘Cl| > Cy = C=C1+03<0 (315)

Vilket for positiva temperaturer och additiv virmekapacitet for systemet betyder att den
totala virmekapaciteten maste vara negativ for att ett stabilt jamviktsldge ska kunna in-
finna sig mellan ett system med positiv och negativ varmekapacitet, detta dr det huvud-
sakliga resultatet i detta arbete.

Vad som vidare dr mycket enkelt och intressant att konstatera &r att om en kanonisk eller
storkanonisk ensemble skulle betraktas istdllet med det svarta halet, eller andra system
med negativ varmekapacitet, ar att da skulle ingen stabil jamvikt kunna infinna sig. Ef-
tersom varmebadet som dessa vore i kontakt med da tanks ha godtyckligt stor positiv
varmekapacitet i dessa modeller vilket gor att 3.15 ej kan uppfyllas. Detta dr anledningen
till att den mikrokanoniska ensemblen méste viljas dd man betraktar sammanséattningar
dér den ena komponenten har negativ varmekapacitet.

Detta visar dven pa en klar situation dér de olika ensemblerna inte ar helt ekvivalenta,
detta har att gora med att entropin i fallet med system med negativ virmekapacitet inte
langre dr en konvex funktion. Alltsd kan man inte utfora den vanliga Legendre transfor-
mationen till de andra ensemblerna.

Denna allmdnna hérledning av stabilitetskravet kan nu ge oss ett ytterligare sitt att se
pa problemet med det svarta hdlet i ladan. Med figur 3.7 framfor sig gar situationen att
beskrivas och forklaras i ord pa foljande vis.

For laga energier kommer lddan innehalla endast svartkroppsstralning vilket dr rimligt
eftersom det dr den maximala entropikonfigurationen av instingda elektromagnetiska
falt. Nar sedan mer energi tillfors 6kar temperaturen som f6r normala system med positiv
varmekapacitet. Men for en kritisk energitithet dd M = 0.8E, som precis motsvarar
vandpunkten, minskar temperaturen abrupt da ett svart hdl bildas. Samtidigt gor d&ven
Cy-kurvan ett hopp och hamnar pa negativa viarden. Denna gren av jamviktssekvensen
ar da stabil enligt kravet 3.15. P4 motsvarande sitt 4r den andra grenen for vilken det
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blandade systemet med bade strdlning och svart hdl instabil eftersom dér &r den totala
varmekapaciteten positiv, denna situation skulle da betyda att strdlningen dominerade.

Detta kvalitativa beteende av 1ddans energiinnehadll kan forstds genom foljande resone-
mang. Antag att situationen vore sa att for ndgon given energitdthet 6ver den kritiska
att det finns ett svart hdl och en viss midngd stralning. Om det svarta hélet hade en hog-
re temperatur till en borjan skulle energi floda fran detta till stralningen som da skulle
oka sin temperatur. Men samtidigt 6kar dven det svarta hdlets temperatur da dess massa
minskar, situationen kommer kunna stabiliseras om denna 6kning av temperaturen ar
mindre dn den for strdlningen och energiflodet skulle da bromsas in. Vilket gar att tyda
fran figur 3.7 och motsvarar alltsa kravet 3.15. Om situationen vore omvand att stralning-
en till en borjan hade en hogre temperatur skulle energi floda till det svarta halet och da
skulle bada temperaturerna ga ned, fast eftersom minskningen av det svarta hélets tem-
peratur vore storre kan ingen stabil jamvikt infinna sig. D& temperaturen for det svarta
halet tillslut skulle na noll och for vilket det svarta halet helt skulle evaporerat, vilket dr
precis vad som kan ses fran den instabila grenen i figur 3.7.

Da det svarta hélet i lddan bildas kan liknas med en sorts fasovergdng som beskrivet i
[1], exempelvis d& en vattendroppe kondenserar ut fran vattenanga. Till en borjan finns
endast vattendnga men vid en kritisk punkt blir luften méttad och en fasévergang sker
och vattendroppar kan bildas samtidigt som den resulterade vattendngan da minskar sin
maittnadsgrad. Vidare dr det dven majligt att forsiktigt tvinga vattendngan 6ver den kri-
tiska punkten utan dngan tillats kondensera, det dr alltsa i en sorts supermattat tillstand.
Detta dar dock som bekant ett instabilt lage och en liten fluktuation far systemet att dras-
tiskt dndras dd vattnet borjar kondenseras. Detta blir analogt med situationen med det
svarta hdlet i ladan dér det inte &r helt orimligt att se det som att svarta hal naturligt kan
kondensera ut fran svartkroppsstralning av tillrackligt hog energitathet.

En vidare och mer allmén studie av eventuella kopplingar mellan negativ varmekapacitet
i den mikrokanoniska ensemblen och en fasovergang i motsvarande kanonisk ensemble
gdr att gora, se [11]. Detta dr dock utanfér omfattningen av detta arbete som fokuserar
pa system i mikrokanonisk ensemble. For en djupare analys med denna utgdngspunkt se
gdrna Penrose diskussioner i [12].
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4 Andra system med negativ
varmekapacitet

4.1 Negativ vattenkapacitet - en liknelse

En mycket trevlig analog till system med negativ varmekapacitet kan goras i enlighet
med Lynden-Bell [13], detta for att hjdlpa med intuitionen for system av denna karak-
tar. Liknelsen dr mellan ett termodynamiskt system i en mikrokanonisk ensemble och en
behallare med vatten, ddr kopplingarna vdarme-vatten och temperatur-vattenniva gors.
P& motsvarande siatt som méangden varme som behovs for att 6ka temperaturen definie-
rar varmekapaciteten definieras hédr analogt mangden vatten som krdvs for att 6ka den
absoluta vattennivan behallarens vattenkapacitet.

Nar vatten hills i en behallare dkar vanligtvis vattennivan, pa motsvarande satt som i
princip alla vardagliga system har positiv vairmekapacitet. Men i likhet da sjdlvgravite-
rande system betraktas i termodynamiken kan situationer uppsta ndr systemet i fraga
beter sig pd omvéant sitt. Detta exempelvis om en hink hdngs upp i en fjader, nér vatten
hélls i denna dras fjadern ut och trotts att vattennivan relativt hinken gar upp kan den
absoluta vattennivén falla vilket da skulle motsvara ett system med negativ vattenkapa-
citet. Alltsa om du héller i mer vatten sjunker den absoluta vattennivan, analogt med hur
temperaturen av ett svart hal minskar da mer energi tillfors till detta.

Detta dr ndgot som enkelt gar att konstruera och kan hjidlpa med forstaelsen av den all-
médnna diskussionen i kapitel 3.4, eftersom denna gar att tillimpa pa detta analoga sy-
stem. Motsvarigheten till en kanonisk ensemble med vattenhinken 4r om denna kopplas
till exempelvis en stor sjo, alltsd nagot med mycket stor positiv vattenkapacitet. Om detta
gors och om hinken i fjadern till en borjan har en ldgre vattenniva, analogt till tempera-
tur, kommer nivén sjunka ytterligare tills allt vatten fyllts dver i sjon och alltsa fanns inget
jamviktsldge fran denna utgangspunkt. Inte heller om vattennivan i hinken med negativ
vattenkapacitet var hogre till en borjan vore detta mojligt, eftersom da skulle denna ba-
ra 6ka och bli &nnu hogre och da rora sig fran jamviktslaget som naturligtvis dr att de
tvd behdllarna med vatten har samma vattennivd, motsvarande samma temperatur i ter-
miskjamvikt. Vidare om tvd hinkar med negativ vattenkapacitet kopplas ihop kan inte
heller nagot stabilt ldge uppnas.

Men om hinken i fjadern kopplas till en vanlig behallare med liten positiv vattenkapaci-
tet, till beloppet mindre &n hinkens, s att den totala vattenkapaciteten dr negativ kom-
mer bdda rora sig uppat eller nedat mot ett stabilt jamviktsldge helt analogt det svarta
halet i ladan som analyserades i detal;j i kapitel 3.

Dessa forsok dr ndgot som enkelt kan utféras och lasaren rekommenderas att gora detta,
da forfattaren fann det mycket upplysande att se framfor sig detta smatt ovanliga dyna-
miska beteende.
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4.2 Sjdlvgraviterade system i allmanhet

For ett isolerat system av N partiklar som lats véxelverka endast via deras dmsesidiga
gravitation far virial teoremet, som relaterar medelvdrden av homogena funktioner, fol-
jande form.

2T +V)=0 = (E) =(T+V)=—(T)<0 (4.1)

Dér T &r den totala kinetiska energin for samlingen av partiklarna, V dr den Newtonska
gravitations potentialen och E &r den totala energin for systemet [14].

Om modellen for en ideal gas anvénds for den kinetiska energi 7 = 3NT ges systemets

varmekapacitet av:
oE 3

Vilket alltsd betyder att sidana system alltid har negativ varmekapacitet vilket foljer logi-
ken att om mer energi skulle tillféras systemet minskar den kinetiska temperaturen som
héir kan ses vara ett matt pa den genomsnittliga rorelsen av partiklarna.

Alltsé skulle en naiv slutsats vara att sjdlvgraviterande system inte kunna vara stabila i
sammansattningar med varandra. Men detta &r farligt da antagandena for virial teoremet
inte dr helt triviala, darfor dr det lampligt att gora en noggrannare analys av system av
denna karaktér vilket foljer nedan.

4.3 Partiklar i en sfar

En mer sofistikerad och detaljerad modell av partiklar som tilldts interagera under sin
egen gravitation presenteras har och foljer ndra beskrivningen av Lynden-Bell [13][15].
Man utgdr istéllet frdn att tinka sig att de IV partiklarna med energi F &r instdngda i
en sfarisk behdllare med radie r, igen véljs alltsa en mikrokanonisk ensemble. Problemet
blir nu fran statistisk mekanisk synpunkt en fraga om att maximera antalet satt {2 som
de n; partiklarna kan placeras i den j:te cellen av fasrummet under begransningarna att
antalet partiklar dr fixt >, n; = N for ndgon total energi E£. Alltsa dr utgéngspunkten en
rent kombinatorisk som for detta systemet tar formen:

N!
_Hn]'

Om cellerna sedan tdnks ha enhetsvolym motsvarar n; virdena av férdelningsfunktio-
nen f i de olika fasrumscellerna. Det dr denna férdelningsfunktion f som eftersoks som
16sning av problemet eftersom denna specificerar fordelningen av partiklarna och deras
hastigheter i sfaren. Fran detta bestdms systemets energi och i forlangningen dven vir-
mekapaciteten som tidigare setts kunna anvandas for att analysera systemets stabilitet.

0 (4.3)

Om logaritmen tas av multipliciteten 2 och Stirlings approximation In(n!) ~ nln(n) — n
nyttjas fas foljande:

In(Q) = In ( N ) = N(In(N) - 1) — an(ln(nj) —1) (4.4)

Hnj!
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Om sedan villkoret av totala antalet partiklar anvéands och omskrivningen med foérdel-
ningsfunktionen utfors erhalls f6ljande:

In(Q) = NIn(N) — / fln fdS7 (4.5)

Dir d°r = d3zd®v motsvarar en integral av en given fasrumsvolym. Detta betyder alltsa
att maximera antalet konfigurationer i fasrummet ekvivalent med att maximera entropin
S = — [ fIn fd°7 eftersom N antas konstant. Detta kan goras med hjilp av Lagrangemul-
tiplikatorer och formuleras d& som foljande:

Maximera: S=- / fln fd®r (4.6)
Under de tva bivillkoren: Z n; = 4.7)
_ 2 16 f f 66
E=T+V= fved’r d Td°T (4.8)
2 2 Ir —

Daér den forsta termen i energin dr den kinetiska energin och den andra den Newtons-
ka gravitationspotentialen bada uttryckta i den hittills okdnda fordelningsfunktionen f.
Variationsproblemet blir alltsd foljande, dar 6S = 6 f g—‘; och a och 3 &r lagrangemultipli-
katorerna.

58 = 65 + abN + B6E (4.9)
—/6f (Inf+1)d°r (4.10)
SN — / 5 fdor 4.11)

dGTdG ! (4.12)

:;/5fv2d67—//5f
= 58 = /5f< 1nf—1+a+5< /|rf/ &7 ’>>d (4.13)

Om sedan foljande omskrivning for gravitations potentialen ¥(r) = [
blir Iosningen till variationsproblemet pa formen:

d%7" anvinds

\r—r’l

1nf—1—|—a+,8<2—\11( )):o (4.14)

I (-ve) (4.15)

Det verkar hiar som att vi funnit 16sningen till problemet, men man ska inte glomma att
VU (r) ocksa var uttryck som en integral av f. Men genom att nyttja differentialformen av
Gauss lag for gravitationen, ges en Poisson ekvation som maste gélla:

V20 = —47p(r) (4.16)
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Vilken tar foljande form for sfariskt symmetriska losningar som &r aktuella hér:

Eftersom tadtheten p(r) kan finnas fran uttrycket 4.15 gér 1osningen till problemet att finna
frdn denna ordinédra differential ekvation 4.17 som kan 16sas numeriskt. Detta kommer ej
goras hir utan resultaten som fas om denna utférs kommer presenteras i foljande kapitel
och dessa dr hamtade fran [11] samt [16]. Vidare kan poangteras att denna presentation
av den s k isotemiska sfiren var mycket sammanfattad och skissartad, detta for att de
fullstandiga rdkningarna som gar att finna i t.ex. [15] & mycket ldnga och involverade.
Detta kapitel bor ses mer som en sorts troliggdrande for problemsituationen, och sedan
frdn denna se vilka slutsatser som gér att erhdlla.

4.3.1 Stabilitetsanalys

Fran den fullstindiga analysen av den isotermiska sfdren i [11] visar det sig att det ar
praktiskt att studera hur sfarens innehdll beror pa dess tithetskontrast p./p, alltsa forhal-
landet mellan tdtheten i centrum och langs randen. Denna finner man fran férdelnings-
funktionen f i ekv. 4.15, efter de nddvéandiga numeriska rdkningarna.

03 |-

02 |

—Er./(M?)

01

-0.2 '
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Inp./pe

FIGUR 4.1: Den dimensionsltsa energin plottat mot logaritmen av tathets-
kontrasten. Figuren &r tagen frdn Lynden-Bell i [11] s.14 och visas ndgot
modifierad har.
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Det man finner frdn detta ar en jamviktskurva som visas ovan i figur 4.1 och det visar
sig lampligt att illustrera denna som en plott av tathetskontrasten, som fas ur f, mot den
dimensionslésa bindningsenergin — Er. /M?2. Vad som visas &r jagmviktssekvensen for sy-
stemet for nagon fix radie r., men ur endast denna figur dr det svart att dra slutsatser om
stabiliteten for olika delar av jamvikten.

0.4 —

0.2

Er,/(M?)

0.2 —

-0.4 E

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

rb/("wﬁ)

FIGUR 4.2: Den dimensionslosa energin plottat mot den dimensionslosa
temperaturen. Figuren dr hdmtad ur: Galactic Dynamics (Second Edition)
Av J. Binney och S. Tremaine s. 570 figur 7.1 och dr nagot modifierad har.

Figur 4.2 visar den dimensionslésa energin —FEr./M? mot den dimensionslésa tempe-
raturen r./(M ) for systemet, ddr 5 hdr dr den inversa temperaturen. Fran detta kan
analog analys som i kapitel 3.3 utforas, alltsa en studie av systemets varmekapacitet. Vil-
ken i denna situation motsvaras av lutningen av kurvan. Denna &r positiv fran innan
punkten A, da systemet ej 4r bundet eftersom totala energin &r positiv vet vi redan inte
ar en stabil startpunkt. Denna forblir positiv fram till punkten B for vilken systemets to-
tala energi blir negativ, men lutningen fortsitter vara positiv dnda fram till punkten C.
Om denna sekvens betraktas i den mikrokanoniska ensemblen skulle den vara instabil
eftersom det betyder att den totala virmekapaciteten for sfaren ar positiv vilket maste
tyda pa att en dominerande del av sfarens innehall faktiskt uppvisar en positiv virmeka-
pacitet i motsats till vad virial teoremet tidigare verkade séga till oss. Men frdn punkten
C ar systemets totala virmekapacitet negativ och motsvarar saledes en sekvens av stabila
jamviktslagen dnda fram till punkten D dér tecknet pa varmekapaciteten vander igen.

Dessa sekvenser av stabilitet gdr att relatera till jimviktskurvan i representationen i figur
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4.1 darav markorerna C, D, E med kopplingen till motsvarande punkter i figur 4.2. Alltsa
vore det rimligt att kurvan for ldga tathetskontraster i 4.1 fram till punkten C motsvarar
lokala minima for entropin och pad motsvarande sétt att punkterna mellan C och D som
har negativ lutning motsvarar lokala entropimaxima. Vidare skulle kurvan kunna utvid-
gas for hogre tathetskontraster som motsvarar de inre delarna av spiralkurvan i figur
4.2.

Har kommer dock framst beteendet av jamviktssekvensen fran sma tdthetskontraster
fram till punkten D undersdkas noggrannare och detta med féljande figur for varme-
kapaciteten som funktion av just tathetskontrasten.

A I

I
CV I I

AN e ,

FIGUR 4.3: Varmekapaciteten Cy plottad mot logaritmen av tathetskon-
trasten for sfaren. Figuren &dr lanad frén Lynden-Belli [11]s.15 och dr ndgot
modifierad har.

Vad som ses i figur 4.3 dr varmekapaciteten Cy for den sjdlvgraviterande sfdren som be-
skrivits ovan och fran denna gar det att dra flera slutsatser. Forst kan man notera kopp-
lingen mellan den vertikala tangenten for punkten C i figur 4.2 till punkten C i figur
4.3 dar det tydligt syns att varmekapaciteten gar mot odndligheten frdn respektive hall
i enighet med den foregdende figuren. Innan punkten C beter sig partiklarna i sfaren
mer som en ideal gas, vilket tydligast forstds eftersom da tatheten &r lika mellan de oli-
ka delarna In(p./p.) = 0 dr Cy = 3/2N och ddrmed bor det bete sig likt en fri gas for
sma tiathetskontraster. Vad som sedan hiander nir koncentrationen i kirnan dkar, som en
foljd av hogre energi i sfaren, dr att denna beter sig mer och mer som forvantat fran vi-
rial teoremet med negativ varmekapacitet da den blir starkare bunden av gravitationen.
Medan de yttre delarna forblir mycket lika den ideala gasen eftersom de gravitationella
influenserna dér d&r mindre. Om temperaturen i kdrnan vid ett tillfdlle vore hogre dn i de
yttre regionerna skulle varme floda fran kdrnan till dessa och temperaturen for de bada
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skulle fortsitta att 6ka men som figuren visa skenar detta fram till ndr punkten C nas
och den totala varmekapaciteten for sfiren dr negativ och ddarmed stabil enligt 3.15. For
underkritiska tathetskontraster, alltsa de under C, kan temperaturen i de yttre delarna
oka snabbare dn i kdrnan och da kommer partiklarna i dessa regioner ha mycket stora
termiska hastigheter och tillslut kommer dessa vara sa hoga att de snabbaste partiklarna
overstiger flykthastigheten for sfaren. Sdledes dr det orimligt att forsoka beskriva det-
ta system med fix energi, vilket skulle betyda att det skulle kunna f6rbli bundet. Enligt
detta resonemang har den delen av jamviktssekvensen streckats for att visa att denna ej
kan vara stabil i en mikrokanonisk ensemble, vilket dven kan ses enkelt av att den totala
varmekapaciteten &dr positiv.

Efter den kritiska punkten C, for hogre energikontraster kan systemet vara bundet och
ar stabilt @&nda fram till punkten D. Detta eftersom systemets totala varmekapacitet nu
ar negativ vilket synes tydligt fran figur 4.3. Det betyder att nu dr det istdllet kdrnan och
gravitationen som dominerar och dairmed bestimmer systemets karaktar. Da kdrnan har
tillrackligt stor andel av partiklarna kommer deras sjalvgravitation vara sa stark att &ven
de yttre delarna, som tidigare liknades med en fri gas, blir influerade. Detta leder till
att systemets totala vairmekapacitet blir negativ och ddrmed &r jamvikten fran punkten
C till D stabil. Denna situation kan liknas med det svarta hélet i lddan, som beskrevs i
kapitel 3, dér gravitationen ocksd dominerar och bestimmer systemets utveckling mot
stabil jamvikt.

Den stabila jamviktssekvensen mellan punkten C och D hélls under kontroll eftersom en
temperaturskillnad mellan kédrnan och sfarens rand kommer minska da de inre delarna
till beloppet har storre varmekapacitet dn de yttre - stabilitetskravet 3.15 &nnu en gang.
Men for dénnu storre kontraster mellan kdrnan och de yttre delarna av sfaren sker konstigt
nog det omvinda och den totala varmekapaciteten blir positiv igen och vid punkten D
sker da ytterligare en forandring av stabiliteten, ddrav streckingen av kurvan. Kvalitativt
kan man sdga att efter D hinner de yttre delarna inte med att vdrmas upp i den takt som
behovs for att hindra energiflodet mellan dem och kdrnan. Da blir situationen instabil
och temperaturskillnaden mellan kédrnan och de yttre delarna kommer fortsdtta 6ka och
dédrmed drivas fran jamvikt. Situationen for 6verkritiska tdathetskontraster, alltsa efter D,
kallas den termogravitaionella katastrofen. Vad som hander dér &r att de lokala maximan
for entropin 6vergdr till miniman, ndgot som visades av Antonov se [15]. Detta dr ndgot
som gar att gora en mycket djupare analys av, dock ligger detta tyvarr utom ramarna for
detta arbete men se girna referenserna.



28

5 Diskussion

Det huvudsakliga fokuset i detta kandidatarbete var pd analysen av det svarta hélet i
ladan, som var ett rent tankeexperiment dér vdlkdnda samband for enkla modeller an-
togs som givna och frdn detta gjordes en stabilitetsanalys med hjalp av Poincarés vand-
punktsmetod. Detta gjordes i en mikrokanonisk ensemble eftersom system med negativ
varmekapacitet endast kan infinna sig i stabil jamvikt i denna, vilket visades i kapitel 3.4.
Med vandpunktsmetoden drogs slutsatsen att ett oladdat och icke-roterande svart hal
kan vara i stabil jamvikt med svartkroppsstralning, vid den ldgsta energitdtheten detta
kan ske dr 80% av den totala energin i ladan samlad i det svarta halet. Fér hogre energi-
tatheter dn denna kritiska 6kar den relativa energimadngden i det svarta halet.

Man kan beskriva situationen som att ett svart hal kan kondensera ut fran svartkropps-
stralning av tillrackligt hog energitdthet vilket tyder pa en stark grundlaggande koppling
mellan ett relativistiskt och ett helt kvantmekaniskt system. Detta dr dock inte ndgot som
man for nuvarande experimentellt har testat.

Generalisering av resultaten gjordes for sammanséttningar av allménna system dér ett
av de ingdende delarna har negativ varmekapacitet, likt det svarta halet. Kravet pa sta-
bilitet var att den sammanlagda varmekapaciteten for det ssammansatta systemet maste
vara negativ, detta for att den negativa responsen ska kunna hinna ikapp den positiva
och pa sa sétt kan ett jamviktsldge uppnas. Detta stabilitetskrav tillimpades dven pa det
svarta hdlet i 1ddan med 6verstimmande resultat som frdn vandpunktsmetoden. Det pre-
senterades dven en analog med en hink upphidngd i en fjader som gav ett bra praktiskt
genomforbart experiment for att demonstrera det dynamiska beteendet av sammansatt-
ningar med delar som uppvisar negativ respons.

Sedan betraktades en mer allmén och realistisk framstillning av ett system som uppvisar
negativ virmekapacitet och detta gjordes i analysen av de sjdlvgraviterande partiklarna
inuti en sfdr i kapitel 4.3.1. Har nyttjades resultaten fran tidigare arbeten och samma enkla
stabilitetsanalys utflodes pa dessa vilken avslojade en mycket mer spannande dynamik
for systemet &n vad den naiva slutsatsen endast grundad i viral teoremet ger.

Sammanfattningsvis finns det tre skeenden av stabilitet for detta system. For startldaget
med laga energititheter blir tathetskontrasten inte tillrackligt hog for att gravitationellt
binda partiklarna. Sedan vid en kritiskt tathetskontrast 6vergdr systemet till att vara sta-
bilt da gravitationen borjar dominera, vilket igen tydes frdn att titta pa nar varmekapaci-
teten blev negativ i den mikrokanoniska ensemblen. Men till skillnad fran det likformiga
beteendet av det svarta halet i ladan for hogre och hogre energitiatheter uppstar det en yt-
terligare vandpunkt. Vid denna véxlar systemets varmekapacitet tecken och efter denna
blir systemet i sfaren instabilt igen och fortsitter att vara det for hogre och hogre energi-
tatheter. Detta kan eventuellt ha att gora med att kdrnans tathet blir sa stor att modellen
inte tar hiansyn till alla fysikaliska processer som blir aktuella da.

Denna modell dr intressant for exempelvis stjarnbildning och deras stabilitet. Den &r d&ven
tillampbar pa klotformiga stjarnhopar, dér varje stjarna kan betraktas som en partikel i
en relativt bra sfarisk symmetrisk fordelning. Dessa stjdrnhopar dr ndgot som gér att ob-
servera och det gar ddrfor i viss man att testa konsekvenserna fran denna modell.
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A Appendix

A.1 Variabelbyte for det svarta halet i ladan

Foljande variabelbyte utfors:

M (@) s
X=", VY= E~/M Al
E 3T AaD
Dédr nu Y agerar kontrollparameter och X &r den okontrollerade variabeln som antar
det viarde som gor entropifunktionen stationdr. Vad som dr vért att notera, utdver det
uppenbara variabelbytet for att fa den relativa méngden energi i det svarta halet, &r att

kontrollparametern nu istéllet dr relaterar till inversen av energitatheten i lddan (Y o
v\ 1/4
() )
= S(X;Y) =4rEX(Y (1 — X)*/* + X?) (A.2)

Vilket eftersom energin halls fix &r ekvivalent med att gora en stabilitetsanalys av ytan
S(X;Y)=Y(1 - X)¥* 4+ X2

FIGUR A.1: Kurvan i svart pa entropiytan representerar jamviktsldagena, i
blatt projektionen av denna kurvan pa S-Y planet och i gront motsvarande
projektion pa X-Y planet.

Streckningen motsvarar de instabila jamviktsldgena vilka kan finnas enligt metoden i
kapitel 2.3.3 eftersom figur 2.3 faktiskt ar det tillhorande konjugerade diagrammet efter
detta variabelbyte. Genom att sedan titta pa projektionen pa X — Yplanet kan man hitta
punkten for vilken forandringen av stabiliteten infinner sig.
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FIGUR A.2: Projektionen pa X-Y planet av jamviktskurvan fran figur A.1.

Maximum av kurvan i gront sker for X = 0.8 dvs da massan i det svarta hdlet motsvarar
80% av den totala energin i 14dan. Vad som vidare gér att notera &r att Y = 32/(15v/5)
ar vardet pa kontrollparametern vid den ldgsta energitdtheten som jamviktssekvensen
existerar. Eftersom ldgre varden pa Y motsvarar hogre energitdtheter kan fran figur A.2
tydas att den relativa méngden energi i form av det svarta hdlet dr en strangt vixande
funktion efter kondensationen har skett vid M = 0.8, vilket &r rimligt fran en intuitiv
bild av att det krdvs hog energitithet for att svarta hél ska bildas och att dessa dominerar
for hogre energitatheter.
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